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Θέμα 1
ο
: 

Α.i. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε x y   0 ή 0          

       παξηζηάλεη επζεία γξακκή.                                                         (4 μον.) 

   ii. Πνηεο είλαη νη κέζνδνη επίιπζεο ελόο γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο 

       δύν εμηζώζεωλ κε δύν αγλώζηνπο ;                                           (5 μον.) 

   iii. Πόηε κία ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ έλα ζύλνιν Α ιέκε 

       όηη παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ζην 
0x A ;                              (6 μον.)  

 

Β. Να ραξαθηεξίζεηε κε (Σ) Σωζηό ή (Λ) Λάζνο ηηο παξαθάηω 

        πξνηάζεηο :  

   i. Τν ζύζηεκα 
x y 1

2x 2y 4

  


  
 είλαη αδύλαην.                                    Σ      Λ 

   ii. Αλ έλα γξακκηθό ζύζηεκα δύν εμηζώζεωλ κε δύν αγλώζηνπο  

        έρεη άπεηξεο ιύζεηο, ηόηε x yD 0,  D 0  D 0    .                 Σ      Λ 

   iii. Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο    g x f x 3 5     

        είλαη κεηαηόπηζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο 

        f θαηά 3 κνλάδεο δεμηά θαη 5 κνλάδεο θάηω.                              Σ      Λ 

   iv. Η ζπλάξηεζε  f x 3x 5    είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  .  Σ      Λ 

   v. Η ζπλάξηεζε   2f x 2x 3x 7    παξνπζηάδεη νιηθό  

       ειάρηζην.                                                                                      Σ      Λ 

                                                                                                 (5x2=10 μον.) 

 

 

 

 Θέμα 2
ο
: 

Α. Γίλεηαη ε επζεία x y 5   . Αλ γλωξίδεηε όηη ε επζεία  

    δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Α(1,2) θαη Β(-1,3), λα ππνινγίζεηε  

    ηα α θαη β.                                                                                      (7 μον.)  
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Β.  Γίλεηαη ην ζύζηεκα 
 

 
 

1 x 2 y 2

2 x 1 y 1

      


       

 θαη D ε  

    νξίδνπζα ηωλ ζπληειεζηώλ ηνπ. 

     

    Αλ ε εμίζωζε    
22x 5 D 1 x 6 D 1 0      έρεη κία δηπιή ιύζε: 

    i. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι.                                                           (8 μον.) 

    ii. Αλ ι=0 λα ιύζεηε ην ζύζηεκα.                                                 (5 μον.) 

 

Γ. Να ιύζεηε ην ζύζηεκα 
2 2x 2xy y 1

x 2y 2

  


  
 θαη λα εξκελεύζεηε  

    γεωκεηξηθά ην απνηέιεζκα.                                                           (5 μον.) 

 

 

Θέμα 3
ο
: 

A. Έζηω κία ζπλάξηεζε f :    ε νπνία είλαη γλεζίωο κνλόηνλε, 

     πεξηηηή θαη δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α(2,-4). 

     i.  Να βξείηε ην είδνο ηεο κνλνηνλίαο ηεο.                                    (4 μον.) 

     ii. Να ιύζεηε ηελ αλίζωζε:    f 5x 9 f 3x 2    .                   (3 μον.) 

     iii. Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο    f 2014 ,  f 2015 .                 (3 μον.)                                                                                     

 

Β . i.  Να βξείηε ηα νιηθά αθξόηαηα ηεο ζπλάξηεζεο  

          
2

2
g x

x 9
 


.                                                                        (5 μον.) 

      ii. Να εμεηάζεηε αλ ε  
3

2

x 5x
h x

4 x

 



 είλαη άξηηα ή 

           πεξηηηή.                                                                                   (5 μον.) 

      iii. Αλ   2x 3x 6   , λα βξείηε ηελ ω(x) πνπ είλαη  

          κεηαηόπηζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο θ θαηά 2 

          κνλάδεο αξηζηεξά θαη 3 κνλάδεο θάηω. (5 μον.) 
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 Θέμα 4
ο
: 

 Α.i. Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  
2

4

x
f x

x 1



 παξνπζηάδεη  

            κέγηζην γηα x=1 θαη γηα x=-1.                                                (4 μον.)   

    ii. Να βξείηε ηα νιηθά αθξόηαηα ηεο ζπλάξηεζεο  

         
4 2

4

4x x 4
g x

x 1

 



.                                                                  (4 μον.) 

    iii. Να βξείηε ηα νιηθά αθξόηαηα ηεο ζπλάξηεζεο  

         
 

2
2

4

x 1
h x

x 1





.   (4 μον.) 

 

    

Β. Έζηω f :    κία ζπλάξηεζε, ε νπνία ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε: 

                          5f x 4f x x 6x    , γηα θάζε x . 

     i. Να απνδείμεηε όηη     5f x 4f x x 6x     , γηα θάζε  

       x .                                                                                         (4 μον.) 

     ii. Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε f.                                                       (5 μον.) 

     iii. Να δείμεηε όηη ε f είλαη πεξηηηή.                                              (4 μον.) 

 

                                              

 

 

 

 

ΚΑΛΗ ΔΠΙΤΥΦΙΑ 
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ΑΠΑΝΤΗΣΔΙΣ (Δνδεικηικές) 

 

Θέμα 1
ο
: 

 Α. i. x y     κε 0   ή 0   

            Γηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο : 

            ● Αλ 0   , ηόηε ε εμίζωζε γξάθεηαη : 

               x y y x y x
 

           
 

 

               επνκέλωο ε εμίζωζε απηή παξηζηάλεη επζεία πνπ έρεη 

               ζπληειεζηή δηεύζπλζεο 


  


 θαη ηέκλεη ηνλ y΄y  ζην 



. 

                Αλ 0   , ηόηε ε επζεία ηέκλεη θαη ηνπο δύν άμνλεο . 

                Αλ α=0 , ηόηε ε εμίζωζε παίξλεη ηε κνξθή y





 θαη 

                    επνκέλωο παξηζηάλεη επζεία πνπ είλαη παξάιιειε ζηνλ 

                    άμνλα x΄x θαη ηέκλεη ηνλ y΄y ζην 



 . 

               ● Αλ β=0 , ηόηε ε εμίζωζε γξάθεηαη : x x


    


 

                  Δπνκέλωο ε εμίζωζε απηή παξηζηάλεη επζεία παξάιιειε 

                  ζηνλ άμνλα y΄y θαη ηέκλεη ηνλ y΄y ζην 



 . 

 

      ii. Οη κέζνδνη επίιπζεο ελόο γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο 

                2x2 είλαη :  Μέζνδνο ηωλ αληίζεηωλ ζπληειεζηώλ . 

                                   Μέζνδνο ηεο αληηθαηάζηαζεο . 

                                   Μέζνδνο ζύγθξηζεο . 

                                   Μέζνδνο ηωλ νξηδνπζώλ . 

                                   Γξαθηθή επίιπζε . 

  

      iii. Μία ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ έλα ζύλνιν Α, ιέκε όηη 

           παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ζην 0x A  όηαλ    0f x f x  γηα  

           θάζε x A . 

 

B.   i.Σ      ii.Λ      iii. Λ      iv.Σ     v.Λ 
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   

       

2 22

2 2 2 2

0 4 0 5 D 1 4 6 D 1 0

25 D 1 26 D 1 0 51 D 1 0 D 1 0

                 

          

 2 2D 1 3 2 1 1 3 2 0 3 2 0

2
0 ή .

3

                  

     

 
2 2 2 2

2

1   2ι
D 1 4 2 1 4

2      ι-1

3 2 1

 
             



    

Θέμα 2
ο
: 

Α. Δθόζνλ ε επζεία x y 5    δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Α(1,2) θαη 

     Β(-1,3) ζα επαιεζεύεηαη από απηά. Οπόηε έρνπκε:  

     
 

 1 2 5 2 5 5 10 2

1 3 5 3 5 2 5 1

              
     

                
 

 

 Β. Έρνπκε ην ζύζηεκα: 
 

 
 

1 x 2 y 2

2 x 1 y 1

      


       

 

     i. Δθόζνλ ε εμίζωζε    
22x 5 D 1 x 6 D 1 0      έρεη κία δηπιή  

        ιύζε, ζα έρεη : 

 

                       

 

         

        D=1. 

        Όκωο  

         

 

 

        Πξέπεη  

 

 

 

    ii. Γηα ι=0 ην (Σ) γίλεηαη: 
x 2 x 2

y 1 y 1

     
  

     
 άξα (x,y)=(2,1). 

 

Γ.  
 

22 2 x y 1 x y 1x 2xy y 1 x y 1
 ή 

x 2y 2 x 2y 2x 2y 2 x 2 2y

             
      

           

 

 

     Άξα ε ιύζε ηνπ αξρηθνύ ζπζηήκαηνο αλάγεηαη ζηε ιύζε δύν επηκέξνπο 

      γξακκηθώλ ζπζηεκάηωλ : 

      
   1

1

x y 1 x y 1 y 1 y 1
:
x 2y 2 x 2y 2 x y 1 x 0

               
       

          
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      
   1

2

x y 1 x y 1 y 3 y 3
:
x 2y 2 x 2y 2 x y 1 x 4

               
       

            
 

 

Άξα νη επζείεο ηνπ  1  ηέκλνληαη ζην (0,-1) θαη νη επζείεο ηνπ  2  

ηέκλνληαη ζην (-4,-3). 

 

Θέμα 3
ο
: 

Α. i. Δθόζνλ ε f είλαη πεξηηηή θαη ην 0 αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο  

        πνπ είλαη όιν ην  , ζα δηέξρεηαη από ην Ο(0,0). Δπίζεο ε f είλαη 

        γλεζίωο κνλόηνλε θαη δηέξρεηαη θαη από ην Α(2,-4) άξα ζα είλαη      

        γλεζίωο θζίλνπζα δηόηη: 0<2 θαη 0>-4 δειαδή f(0)>f(2). 

     ii.    
f  7

f 5x 9 f 3x 2 5x 9 3x 2 8x 7 x
8

              


. 

     iii. Έρνπκε:    
f  

2014 2015 f 2014 f 2015  


. 

 

Β. i. Έρνπκε ηε ζπλάξηεζε  
2

2
g x

x 9
 


. 

        Γηα λα νξίδεηαη ε g πξέπεη 
2x 9 0   πνπ ηζρύεη γηα θάζε x .  

        Οπόηε gA  . Τόηε: 

        
 

 
2

2 2

2 2

1 1 2 2 2
x 0 x 9 9 g x

x 9 9 x 9 9 9

 

           
 

. 

         Άξα ε g παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ην 
2

9
  γηα x=0. Η g δελ  

         παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην. 

      

      ii. Έρνπκε ηε ζπλάξηεζε  
3

2

x 5x
h x

4 x

 



. 

           Γηα λα νξίδεηαη ε h πξέπεη 
2 24 x 0 x 4 x 2       . 

           Δπνκέλωο  hA 2   . Οπόηε h hx A   x A     . 

           Δπίζεο,  
   

 

3 3 3

2 2 2

x 5 x x 5x x 5x
h x h(x)

4 x 4 x4 x

      
      

  
 

           δειαδή ε h είλαη πεξηηηή. 
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      iii. H   2x 3x 6    νξίδεηαη ζε όιν ην  . Γηα ηελ ω(x) πνπ είλαη  

           κεηαηόπηζε ηεο θ θαηά 2 κνλάδεο αξηζηεξά θαη 3 κνλάδεο θάηω 

           έρνπκε: 

           

       

 

 

2 2

2 2 2

2

x x 2 3 3 x 2 6 3 3 x 2 3

3 x 4x 4 3 3x 12x 12 3 3x 12x 15

3 x 4x 5 ,x .

            

          

  

 

                         

  Θέμα 4
ο
: 

    Α. i. Γηα λα παξνπζηάδεη ε f κέγηζην γηα x=1 πξέπεη: 

           

 

2
2 4 4 2

4

2
2

x 1
f (x) f (1) 2x x 1 x 2x 1 0

x 1 2

x 1 0  ύ .

          


    

 

    Γηα λα παξνπζηάδεη ε f κέγηζην γηα x=-1 πξέπεη: 

          

 

2
2 4 4 2

4

2
2

x 1
f (x) f ( 1) 2x x 1 x 2x 1 0

x 1 2

x 1 0  ύ .

           


    

 

              

        ii. Γηα ηελ  
4 2

4

4x x 4
g x

x 1

 



 έρνπκε: 

            
 

 
 

 

44 2 4 2

4 4 4 4

4 x 14x x 4 4x 4 x
g x f x

x 1 x 1 x 1 x 1

4 f x

  
     

   



 

            Από ην i εξώηεκα γλωξίδνπκε όηη  
1

f x
2

  νπόηε:  

             
 

     
1 41 1 1 7

f x f x 4 f x 4 g x
2 2 2 2

  

            

            Γειαδή ε g παξνπζηάδεη ειάρηζην ην 
7

2
 γηα x=1 θαη x=-1. 
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 iii. Οκνίωο έρνπκε ηελ  
 

2
2

4

x 1
h x

x 1





 νπόηε: 

       
 

 

2
2 4 2 4 2

4 4 4 4

x 1 x 2x 1 x 1 2x
h x 1 2f x

x 1 x 1 x 1 x 1

   
     

   
 

      Από ην i εξώηεκα γλωξίδνπκε όηη  
1

f x
2

  νπόηε: 

             
2 11

f x 2f x 1 2f x 1 2 h x 2
2

 

         

      Γειαδή ε h παξνπζηάδεη κέγηζην ην 2 γηα x=1 θαη x=-1. 

  

B. i. Έρνπκε όηη ηζρύεη     5f x 4f x x 6x    , γηα θάζε  x . 

        Οπόηε απηή ε ζρέζε ζα ηζρύεη θαη γηα ην –x. Αληηθαζηζηώληαο 

        ινηπόλ, όπνπ x ην –x, έρνπκε:  

            5f x 4f x x 6x     . 

     ii. Γηα λα βξνύκε ηνλ ηύπν ηεο f ζα ιύζνπκε ην ζύζηεκα: 

         
   

   
 

5

5

f x 4f x x 6x

4f x f x x 6x

    


     

 

         Η νξίδνπζα ηωλ ζπληειεζηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

         
1    4

D 1 16 15 0
4   1

      , νπόηε ην (Σ) έρεη κνλαδηθή ιύζε. 

         Βξίζθνπκε ηελ νξίδνπζα 
 f x

D . 

         
   

5

5 5 5 4

f x 5

x +6x    4
D x 6x 4x 24x 5x 30x 5x x 6

-x -6x    1
          

         Τόηε γηα ηελ f έρνπκε:  

           
   4 5

f x
D 5x x 6 x 6x

f x
D 15 3

 
   


 

       iii. Η f νξίδεηαη ζε όιν ην  . Δπνκέλωο x   x      .  

           Δπίζεο, είλαη:  
 

 
5 5x 6x x 6x

f x f x
3 3

  
      . 

           Άξα ε f είλαη πεξηηηή. 

 

 


