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 Θέμα 1
ο
: 

Α.i.Να δείμεηε όηη αλ α>0 κε 1   , ηόηε γηα νπνηνπζδήπνηε  

      1 20, 0    ηζρύεη : 1
1 2

2

log log log  


 


   .                   (7 μον.) 

    ii.Να εμεγήζεηε γηαηί νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

       y log x  θαη 
x

y   είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία πνπ 

       δηρνηνκεί ηηο γσλίεο ˆxoy  θαη ˆx 'oy' .                                           (8 μον.) 

 

Β.Να απαληήζεηε κε (Σ) ζσζηό ή (Λ) ιάζνο ζηηο παξαθάησ πξνηάζεηο θαη  

    λα δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

i. Η ζπλάξηεζε 

x
3

f (x)
e

 
  
 

  έρεη αζύκπησηε ην ζεηηθό 

    εκηάμνλα ησλ x  .                      Λ 

ii. Αλ x 0  , ηόηε 
x

10 1 .                                                                   Λ  

iii. Αλ ζ1>0 , ζ2>0 ηόηε ηζρύεη 1 2 1 2ln( ) ln ln       .                       Λ      

iv. 2

ln5
log 5

ln 2
  .                                                                                   Λ   

v. Η εμίζσζε (x 2)log2 (x 5)log5 0     είλαη ινγαξηζκηθή.          Λ

                                                                                       

                 (5x2=10 μον.) 

 

Θέμα 2
ο
: 

Α.Έζησ ε ζπλάξηεζε 

x
2 3

f (x)
1





 
  

 
 

     i. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ α πνπ ε ζπλάξηεζε f νξίδεηαη 

        ζε όιν ην  .                                                                             (4 μον.) 

     ii. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ α πνπ ε f είλαη γλεζίσο  αύμνπζα 

         ζην  .                                                                                      (6 μον.) 
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Β.Σην δηπιαλό ζρήκα ππάξρεη ε γξαθηθή 

    παξάζηαζε C1 ηεο 
x

1f (x) 3


  , ε θακπύιε 

    C2 ηεο ζπκκεηξηθήο ηεο C1 σο πξνο ηνλ  

    άμνλα y΄y ,ε θακπύιε 3C  ζπκκεηξηθή ηεο 

    C1  σο πξνο ηνλ άμνλα x΄x, θαη ε θακπύιε 

    C4 ζπκκεηξηθή ηεο C2 σο πξνο ηνλ x΄x . 

    Να βξείηε ηνπο ηύπνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

    2 3f (x),f (x)  θαη 4f (x)  , ησλ νπνίσλ νη C2 , 

    C3 θαη C4 απνηεινύλ ηηο γξαθηθέο ηνπο 

    παξαζηάζεηο αληίζηνηρα .    

                                                                                                        (5 μον.) 

Γ.i.Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε : 
2x x

e (1 e)e e 0     

   ii. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε : 
x x

4 9 2 8 0                          (2x5=10μον.) 

 

 

 

Θέμα 3
ο
: 

 A. Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο f (x) ln x  θαη  1

10

g(x) log x  λα γξάςεηε : 

      i. Τν πεδίν νξηζκνύ . 

      ii. Τν ζύλνιν ηηκώλ . 

      iii. Τε κνλνηνλία. 

      iv. Τα ζεκεία ηνκήο κε ηνπο άμνλεο . 

      v. Τηο αζύκπησηνπο ησλ γξαθηθώλ ηνπο παξαζηάζεσλ. 

                                                                                                 (5x2=10μον.) 

Β. i. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε :2logx log(x 6) log3    

     ii. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε : ln(x 1) ln x ln2                 (2x5=10μον.) 

                     

Γ. Να ιύζεηε ην ζύζηεκα : 

                                              

x 1 y 1

x y 2
e e 1

e : e e

   


 
            

                                                                                                         (5 μον.)     
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Θέμα 4
ο
: 

 

Α . Να απνδείμεηε όηη : 

      i. 
1 1

ln9 ln64 ln 4 ln3
2 3

                                                           (2 μον.) 

      ii. 3 4
3

5
2log 3 6ln e 2log 10

2
                                              (3 μον.) 

Β. i.Να δείμεηε όηη : 
ln x ln 2

2 x  

    ii.Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
ln x ln 2

4 9 x 8 0                          (2x4=8μον.) 

 

 

Γ. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηύπν : 
x

f (x) ln(e 2)    

     i. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f . 

     ii. Αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f δηέξρεηαη από ην ζεκείν 

         Α(ln3,1) λα δείμεηε όηη α=1 . 

     iii. Να βξείηε ηα ζεκεία ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f 

          κε ηνλ x΄x . 

     iv. Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα . 

                                                                                                  (4x3=12μον.) 

 

 

 

 

 

 

ΚΑΛΗ ΔΠΙΣΤΥΙΑ 
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ΑΠΑΝΣΗΔΙ( ΔΝΓΔΙΚΣΙΚΔ) 

Θέμα 1
ο
: 

Α.i. ζα δείμνπκε όηη 1
1 2

2

log log log  


 


   

       Έζησ 
1

2

x (:)

1 1 1
x

2 2 2

log x

log x




  

  

  


   


1

2

x

1
x

2

 


  

       Γειαδή , 
1 2x x 1

2







     

                        1
1 2

2

x x log



   

       Όκσο 1 1x log   θαη 2 2x log   

       Άξα 1
1 2

2

log log log  


 


   

     ii. Έζησ νη ζπλαξηήζεηο 
x

y , x R   θαη y log x, x 0   

          κε α>0 θαη 1   .Τόηε επεηδή 
y

log x y x     ,  

          αλ ην Μ(θ,ι) είλαη ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

          ζπλάξηεζεο y log x  , ηόηε ην Ν(ι,θ) ζα είλαη ζεκείν ηεο 

          γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο 
x

y  θαη αληηζηξόθσο. 

          Τα ζεκεία όκσο Μ(θ,ι) , Ν(ι,θ) είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ 

           y=x .Δπνκέλσο , νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

           y log x  θαη 
x

y  είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία πνπ 

           δηρνηνκεί ηηο γσλίεο ˆxoy  θαη ˆx 'oy'  . 
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   Β.i. Λάθος εθόζνλ e 2,7  έπεηαη όηη 
3

1
e
  άξα έρεη αζύκπησηε 

                      ηνλ αξλεηηθό εκηάμνλα ησλ x . 

       ii.ωζηό Έζησ f :   κε 
x

f (x) 10 .Τόηε εθόζνλ 10>1, ε f 

                       είλαη γλεζίσο αύμνπζα .Άξα 
x o

x 0 10 10 x 1      

       iii.Λάθος Ιζρύεη όηη 1 2 1 2ln( ) ln ln                  

       iv.ωζηό Με αιιαγή βάζεο πξνθύπηεη όηη : 2

ln5
log 5

ln 2
  

       v.Λάθος Η εμίζσζε δελ είλαη ινγαξηζκηθή .Δίλαη πνιπσλπκηθή . 

                           

Θέμα 2
ο
: 

Α. 

x
2 3

f (x)
1





 
  

 
 

     i. Γηα λα νξίδεηαη ζε όιν ην  ε f πξέπεη 
2 3

0
1









 

        Πξέπεη 1 0 1.      Τόηε : 

        
2 3

0 (2 3 )( 1) 0
1


 




    


    (1) 

 

         Βξίζθνπκε ηηο αληίζηνηρεο ξίδεο : 

         ●
2

2 3 0 3 2
3

         

         ● 1 0 1      απνξξίπηεηαη . 

          Κάλνπκε ηνλ πίλαθα πξνζήκσλ ηνπ γηλνκέλνπ . 

 

            
                       

         Άξα από ηελ (1) έρνπκε όηη 
2

,1
3
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ii. Γηα λα είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  ε f πξέπεη : 

             
2 3

1
1









 

             Πξέπεη 1 0 1      . Τόηε :  

             
2 3 2 3 1

1 0 0
1 1 1

  

  

  
    

  
  

              
2 3 1 3 4

0 0
1 1

  

 

   
   

 
(3 4 )( 1) 0     (2) 

 

             Βξίζθνπκε ηηο αληίζηνηρεο ξίδεο : 

             ● 
3

3 4 0 4 3
4

         . 

             ● 1 0    1   απνξξίπηεηαη . 

              Κάλνπκε ηνλ πίλαθα πξνζήκσλ ηνπ γηλνκέλνπ . 

 

            
                 

                Άξα από ηελ (2) έρνπκε όηη 
3

,1
4


 

 
 

 . 

     Β. Δθόζνλ ε C2 είλαη ζπκκεηξηθή σο πξνο ηνλ y΄y κε ηελ C1 πνπ 

          είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  

x

1

1
f (x)

3

 
  
    

 

          έπεηαη όηη 

x
x

2 1

1
f (x) f ( x) 3

3


 

    
 

 άξα  . 

          Δθόζνλ ε C3 είλαη ζπκκεηξηθή σο πξνο ηνλ x΄x κε ηελ C1 έρνπκε όηη  

          
x

3 1 3f (x) f (x) f (x) 3


     . Άξα 

 

           Δθόζνλ ε C4 είλαη ζπκκεηξηθή ηεο C2 σο πξνο ηνλ x΄x, έπεηαη όηη                             
x

4 2 4            f (x) f (x) f (x) 3       . Άξα 

             

x

4f (x) 3   

 
x

3f x 3


   

x

2f (x) 3  
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       Γ.i. 
2x x

e (1 e)e e 0     

             ζέηνπκε 
x

e   θη έρνπκε : 

             
2

(1 e) e 0 ( 1)( e) 0             

              1 0 1      
                     ή 

               e 0 e      

               Άξα 

x
e

x x 0

1 1
e 1 e e x 0


      

                            ή 

                        

x
e

x x 1

1 1
e e e e x 1


      

 

            ii. 
x x

4 9 2 8 0    
x 2 x

(2 ) 9 2 8 0     

                Θέηνπκε 
x

2 y  θη έρνπκε : 
2

y 9y 8 0 (y 8)(y 1) 0        

                 ● y 8 0 y 8     

              ● y 1 0 y 1     

                 Άξα (y 8)(y 1) 0 y (1,8)      δειαδή 1<y<8 

                 Άξα 

x
2 :

x 0 x 3
1 2 8 2 2 2      0 x 3   

 

Θέμα 3
ο
: 

 

 Α. Γηα ηελ f (x) ln x  έρνπκε : 

      i. Π.Ο.= (0, )  

      ii. Σ.Τ.=  

      iii. Η f είλαη γλεζίσο αύμνπζα . 

      iv. Τέκλεη ηνλ x΄x ζην (1,0) .Γελ ηέκλεη ηνλ y΄y . 

      v. Έρεη αζύκπησην ηνλ αξλεηηθό εκηάμνλα ησλ y , δειαδή ηνλ Οy΄. 

 

      Γηα ηελ 1

10

g(x) log x  έρνπκε : 

      i. Π.Ο.=(0,+ )  

      ii. Σ.Τ. =  

      iii. Η g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα . 

      iv. Η g ηέκλεη ηνλ x΄x ζην (1,0) θαη δελ ηέκλεη ηνλ y΄y . 
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       v. Η g έρεη αζύκπησην ηνλ ζεηηθό εκηάμνλα ησλ y , δειαδή ηνλ 0y . 

 

B. i. 2logx log(x 6) log3    

        Πξέπεη x 0
x 0

x 6 0 x 6


 
    

 

         Τόηε έρνπκε : 
2

2log x log(x 6) log3 log x log(x 6) log3        

                                 

2
log:1 1x

log log3
x 6



  


2
x

3
x 6

 


2
x 3(x 6)    

                                  
2 2

x 3x 18 x 3x 18 0       (x 6)(x 3) 0    

                                  x 6 0 x 6      
                                                ή 

                                        x 3 0 x 3     απνξξίπηεηαη . 

                                    Άξα x=6. 

 

          ii. ln(x 1) ln x ln2    

               Πξέπεη x 1 0 x 1
x 0

x 0
    

 


 

               Τόηε έρνπκε : 

                 ln(x 1) ln x ln2 ln (x 1) x ln2      
ln

  

       
2 2

(x 1) x 2 x x 2 x x 2 0           (1)                                     

Λύλσ ηελ αληίζηνηρε εμίζσζε : 

                
2

x x 2 0 (x 2)(x 1) 0 x 2 0 x 2              

                                                                                         ή 

                                                                            x 1 0 x 1     
                Άξα από ηελ (1) κε πξόζεκν ηνπ ηξησλύκνπ έρνπκε 

                x 2   θαη x>1 .Με ηνλ πεξηνξηζκό όηη x>0 ηειηθά 

                 πξνθύπηεη x>1 . 

  Γ.  

x yx 1 y 1

x y 2
x y 2

1
e e e 1e e 1

e
e : e e e : e e

        
 

   

x y 0

x y
e e

e 2






 

 
 

           
( )

x y 0 2x 2 x 1
x y 2 x y 0 y 1


   

 
     

 

 

         

  Θέμα 4
ο
: 
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   A. i. 

1 1

2 31 1
ln9 ln64 ln 4 ln9 ln64 ln 4

2 3
       

           = 3ln 9 ln 64 ln4 ln3 ln4 ln4 ln3                 

 

        ii. 3 4
32log 3 6ln e 2log 10  

2 6 23 4
3log ( 3) ln( e) log( 10)    

            
1

2
3 4 23

3log 3 ln e log(10 )
 

  
  

2

2 4
1 lne log10    

            
2

1 2lne log10
4

  1+2-
1

2
= 3-

1

2


5

2
     

           

    B.i. 
ln x ln 2

2 x   

           
ln x ln 2

ln 2 ln x   

            ln x ln2 ln2 ln x    πνπ  ηζρύεη  

 

       ii. 
ln x ln 2

4 9 x 8 0     

            Πξέπεη x>0 ηόηε έρνπκε : 

            
(i)

2 ln x ln 2 ln x 2 ln x
(2 ) 9 x 8 0 (2 ) 9 2 8 0          

            Θέηνπκε 
ln x

2   θαη έρνπκε : 

            
2

9 8 0 ( 8)( 1) 0            

             8 0 8      
                 ή 

              σ-1=0σ=1 

              Γειαδή , 

x
2 :1 1

ln x ln x 3 3
2 8 2 2 ln x 3 x e



        

                                             ή 

                               

x
2 :1 1

ln x ln x o
2 1 2 2 ln x 0 x 1



        

 

 

 

 

 

Γ. 
x

f (x) ln(e 2)                                                                                                     
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    i. Γηα λα νξίδεηαη ε f πξέπεη 

        
ln x:x x x

e 2 0 e 2 lne ln 2 x ln 2          

           Άξα f (ln 2, )    

  

  ii. Δθόζνλ ε Cf δηέξρεηαη από ην Α(ln3,1) έρνπκε όηη : 

         
ln3

f (ln3) 1 ln(e 2) 1 ln(3 2) 1            

          ln1 1 1      
   

 

 iii. Γηα λα ηέκλεη ε Cf ηνλ x΄x πξέπεη f(x)=0 . 

          Άξα 
x x x

1 ln(e 2) 0 ln(e 2) 1 ln(e 2)         
ln x:1 11

lne


  

                  
x 1 x 1 x 1

e 2 e e e 2 e 2
e

 
          

                   
x x1 2e 1 2e

e lne ln x ln(1 2e) lne
e e

  
        

 
 

                    x ln(1 2e) 1    

           Άξα ε Cf ηέκλεη ηνλ x΄x ζην (ln(1 2e) 1,0)   

 iv. Έζησ x1 , x2 f  κε x1<x2 .Τόηε : 

           

x
e

1 2x x 
1 2x x

e e 
1 2

ln
x x

e 2 e 2     

           
1 2x x

ln(e 2) ln(e 2)    1 2x x
1 ln(e 2) 1 ln(e 2)       

            1 2f (x ) f (x )  

        Άξα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα . 

 

           

           

            

       


