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Θέμα 1
ο
: 

Α.i.Πόηε κία ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α ιέγεηαη πεξηνδηθή; 

    ii.Να απνδείμεηε όηη 2

2

1

1
 

 



 

    iii.Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f(x)=εθx      

                         (3x5=15 μον.) 

B. Να ζεκεηώζεηε Σ  ή Λ ζηηο παξαθάηω πξνηάζεηο. Σε πεξίπηωζε     

     ιαλζαζκέλεο αηηηνινγείζηε. 

     i.Η εμίζωζε εκx=π είλαη αδύλαηε 

     ii.Η πεξίνδνο ηεο ζπλάξηεζεο ( )
2

x
f x


  ηζνύηαη κε 

2


 

     iii.Η ζπλάξηεζε  ( ) 3 2 5f x x   έρεη κέγηζηε ηηκή 5. 

     iv.Η ιύζε ηεο εμίζωζεο ζπλx=0 είλαη ε ,
2

x


     

     v.Η f(x)=ζθx έρεη πεδίν νξηζκνύ ην    

                  (5x2=10μον.) 

 

Θέμα 2
ο
: 

Α. Αλ 
5

12
    θαη 270

ν
<ω<360

ν
, λα βξείηε ηνπο άιινπο     

     ηξηγωλνκεηξηθνύο αξηζκνύο ηεο γωλίαο ω.           (5 μον.) 

Β. Να εμεηάζεηε αλ ππάξρνπλ ηηκέο ηνπ x, γηα ηηο νπνίεο λα ηζρύεη      

     ζπγρξόλωο 
2 1

  θαη  ζπλx=
3 3

x                  (5 μον.) 

Γ.i.Να απνδείμεηε όηη: 
2

1 1

 

  
 

 
 

    ii.Οκνίωο:  
  

  





 

    iii.Αλ 
1

2
x x   , λα ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 

        α.  εκxζπλx  β. εκ
2
x + ζπλ

2
x 

                  (3x5=15μον.) 
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Θέμα 3
ο
: 

Α. Να απινπνηήζεηο ηηο παξαζηάζεηο: 

    

3
( ) ( ) (2 )

2 2
5

( ) ( ) ( )
2 2

 
      

 
     

    
 

    

 

    2 2 11
(13 ) ( )

2


                   (2x7,5=15μον.) 

Β. Αλ Α, Β, Γ γωλίεο ηξηγώλνπ ΑΒΓ λα δείμεηε όηη: 

  1
2 2

 
 
      

                 (10 μον.) 

 

Θέμα 4
ο
: 

Α. Έζηω ε ζπλάξηεζε ( ) 2
3

x
f x   

     i. Να βξείηε ηελ κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή ηεο f. 

     ii.Να βξείηε ηελ πεξίνδν ηεο f. 

     iii.Να θάλεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ζην[0,6π]. 

     iv.Να βξείηε ηε κνλνηνλία ηεο f ζε δηάζηεκα κηαο πεξηόδνπ. 

     v.Να ιύζεηε γξαθηθά ηελ εμίζωζε f(x)=0 ζην [0,6π]. 

                  (5x2=10μον.) 

Β. Να ιύζεηο ηηο εμηζώζεηο: 

     i.  
2 1

  ,  ζπλx= -   ,  2 6 0
2 2

x x     

     ii. 2 3
1 0

2
x x      ,   ζην [0,2π]. 

     iii.  2 ( )
3

x x


       

                  (3x5=15μον.) 

 

 

 

 

ΚΑΛΗ ΔΠΙΤΥΦΙΑ 
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ΑΠΑΝΤΗΣΔΙΣ 

 

Θέμα 1
ο
: 

Α. i.Μία ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α ιέγεηαη πεξηνδηθή, όηαλ    

      ππάξρεη πξαγκαηηθόο αξηζκόο Τ>0 ηέηνηνο, ώζηε γηα θάζε xA λα     

      ηζρύεη: 

                             α. x+ TA  ,  x-T A    θαη   

                             β. ( ) ( ) ( )f x T f x T f x     

      Ο πξαγκαηηθόο αξηζκόο Τ ιέγεηαη πεξίνδνο ηεο ζπλάξηεζεο f. 

   ii.Είλαη:          

       
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
1 1

1

   
       

         
         


 

   iii. ( ) ( )f x x  

 ● Η f έρεη πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν \{  , θ }
2


     

 ● Η f έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην    

 ● Η f είλαη πεξηηηή εθόζνλ ( ) ( ) ( )f x x x f x         νπόηε έρεη  

            θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ 

 ● Η f είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν Τ= π 

 ● Η f δελ έρεη κέγηζηε, νύηε ειάρηζηε ηηκή 

 ● Η f είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαηά δηαζηήκαηα 

         ● Έρεη αζύκπηωηεο ηηο 
2

x


   

         ● Η γξαθηθή ηεο παξάζηαζε είλαη ε εμήο: 
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Β. i. Σωζηό, εθόζνλ 1 1x   . 

    ii. Λάζνο, εθόζνλ 
2 2 4

4

2

  

 
      

    iii. Σωζηό, εθόζνλ ε κέγηζηε ηηκή ηνπ εκx είλαη 1. 

    iv. Σωζηό. 

    v. Λάζνο, έρεη πεδίν νξηζκνύ ην \{ , }     
 

 

Θέμα 2
ο
: 

Α. ●  
5

12
    

     ●  
1 1 12

5 5

12




   



 

     

     ●   2 2 2 2

2
2

2 2

1 1 1 1

12 144 25 1441
1 ( ) 1

5 25 25 25

1 25

169 169

25

       
 

   

       


   

  

 

   Άξα 
25 5

169 13
     . 

           Όκωο 270 360     άξα  
5

13
  . 

      

      ●  2 2 2 2 2 2

2

5 25 169 25
1 ( ) 1 1

13 169 169

144 144 12

69 169 13

         

  


          

     

 

           θαη εθόζνλ 270 360    άξα 
12

13
   . 

 

 

Β. Έζηω όηη ππάξρεη ηέηνην x. Τόηε γλωξίδνπκε όηη: 

     2 2 1x x     δειαδή  
2 2

2 1 4 1 5
1 1 1

3 3 9 9 9

   
         

   
.  Άηνπν. 

     Άξα δελ ππάξρνπλ ηηκέο ηνπ x, ώζηε 
2

3
x    θαη  

1

3
x  . 
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Γ.i. Θα δείμνπκε όηη:  
2

1 1

 

  
 

 
 

            

       

2 2 2

(1 ) (1 )

1 1 (1 )(1 )

2 2 2

1 1

     

   

       

      

  
  

   

    
  

 

 

 

  ii. Θα δείμνπκε όηη:  
  

  





 

       

      

1 1

( 1)

1 1 ( 1)

 


      
      

 

 


   
   

    


 

  iii. Γλωξίδνπκε όηη   
1

2
x x   . 

       α. 2 2 2( ) 2 1 2x x x x x x x x                 άξα      

          
2

1 1 3 3
1 2 1 2 2

2 4 4 8
x x x x x x x x       

 
               

 
. 

       β.    
2

22 2 1 3 1 6 8
2 2 1

2 8 4 8 8
x x x x x x     

   
              

   
. 

Θέμα 3
ο
: 

Α.    
 

 

     
     

 
 

3
2

2 2

5

2 2

 
      

    

     
     



 




   
                   

        
       

   


 

 

 

          2 2 2 211
13 1

2


        

 
        

 
. 

 

Β. Εθόζνλ Α, Β, Γ γωλίεο ηξηγώλνπ, έπεηαη όηη: 

    180 90 90
2 2 2 2

  

     
      
         

    Άξα  
 

90
2 2 2

  
   

     
  

. 

    Άξα  1
2 2 2 2

   
        
        

     
. 
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Θέμα 4
ο
: 

Α.   ( ) 2
3

x
f x    

       i. Η κέγηζηε ηηκή ηεο f είλαη ην 2. 

          Η ειάρηζηε ηηκή ηεο f είλαη ην -2. 

       ii. 
2 2 6 3

6   ,  β=
1 4 4 2

3

   





      . 

       iii.  
 

 

 

 

 

 

 

              

                      

                          
 

iv.  
3

  ζην 0,
2

 
 
 

   

        
3 9

  ζην  ,
2 2

  
 
 

 

        
9

  ζην  ,6
2




 
 
 

. 

 

 

v. ( ) 0 0  ή  x=3π  ή  x=6πf x x    

 

 

 

x 0 3

2


 3π 9

2


 6π 

3

x
 0 

2


 π 3

2


 2π 

3

x
  0 1 0 -1 0 

2
3

x
  0 2 0 -2 0 
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Β. i.  

       ● 
2 3

2   ή  x=2θπ+π- =2θπ+   , θ
2 4 4 4 4

x x x
   

           

       ● 
1 2

2 3 3 3

2
2   ,  θ

3

x x x x

x

  
       




 
           

 

  

 

 

ii.  
6 2 3

2 6 0 2 6 3
2 2

,   θ
6 6

x x x x x

x x

    

 
  


          

    

 
iii. 2 23

1 0 2 3 2 0
2

x x x x          . 

     Έρνπκε  2 24 3 4 2 ( 2) 9 16 25 0             ,  

     άξα  
3 5 1

2  ή  ζπλx=
2 4 2

x x


 


    
      

     Η 2x    είλαη αδύλαηε (-1≤ζπλx≤1), νπόηε έρνπκε      

     
1

2   ή  x=2θπ- ,   θ
2 3 3 3

x x x
  

          . 

      Όκωο ζέινπκε ζην [0,2π]. 

      Άξα γηα θ=0  έρνπκε 
3

x


   ή  
3

x


    απνξ. 

              γηα θ=1 έρνπκε  2
3

x


    απνξ. ή  2
3

x


   

              γηα θ=2 έρνπκε 4
3

x


   απνξ.  ή  4
3

x


   απνξ. 

iv. 2
3

x x


 
 

  
 

 

      Γηα λα έρεη λόεκα ε παξάζηαζε πξέπεη: 

      2 0x    θαη  0
3

x



 

  
 

 άξα: 

      
2

2
2 4

x x
  




       θαη  
3 3

x x
 

      . 

 

       

Με απηνύο ηνπο πεξηνξηζκνύο έρνπκε:    
5

2 2 2 2
3 2 3 2 3 6

5 5 6 5
2 3 18 6 5 ,   θ

6 6 18

x x x x x x x x

x x x x x

     
       

   
   

        
                     

        


           

 


