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Ον/μο:…………………                                         Θεη.-Τεχν. Καη. 

                                                                                                    2 -11– 2014 

 

ΘΔΜΑ Α :  

Α1. 

1.Αλ 


=(x1,y1), 

=(x2,y2), 1 2,   νη ζπληειεζηέο δηεύζπλζεο  

   αληίζηνηρα, θαη  ζ  ε γσλία ηνπο λα απνδείμεηε όηη: 

   α) 1 2 1    


                                                                   (μον.4) 

   β) ζπλζ= 1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

x x y y

x y x y



  
.                                                      (μον.4) 

 

2.Αλ 


=(3,x) θαη 

=(10,6) λα πξνζδηνξηζηεί ν x ώζηε ηα 


,

  

   λα είλαη  θάζεηα.                                                                              (μον.2) 

3.Να βξεζεί αλ ε γσλία ζ ησλ δηαλπζκάησλ 


= 1, 3  θαη  

   

= 3, 3   είλαη νμεία ή ακβιεία. Σηε ζπλέρεηα λα βξείηε  

   ηε γσλία.                                                                                          (μον.6) 

 

Α2.  

1. Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα u


=(3,2), v


=(4,-6), w


=(-3,-2). 

    Να βξεζεί ε ηηκή ηνπ ιR έηζη ώζηε ην δηάλπζκα  u


+ι w


  

    λα είλαη θάζεην ζην v


.                                                                    (μον.4)                                                                                                                              

 

2. Σε παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ, Μ είλαη ην κέζν ηεο ΑΒ.Αλ   

   A ,
 

    


 λα βξεζνύλ ηα δηαλύζκαηα , ,
  

    θαη  

   


  ζπλαξηήζεη ησλ 


 θαη 

.                                                          (μον.5) 
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 ΘΔΜΑ Β : 
 

Β1 

1.Γηα ηε δηαλπζκαηηθή αθηίλα 


  ηνπ κέζνπ Μ ηνπ ηκήκαηνο  

   


  λα δείμεηε όηη .
2

 
 
                                                (5 μον.) 

2.Αλ Μ θαη Ν είλαη ηα κέζα ησλ δηαγσλίσλ ΑΓ θαη ΒΓ  

   αληηζηνίρσο ελόο ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΓΓ,λα απνδείμεηε όηη   

  AB A B 4 .
    

                                                                  (5 μον.) 
 

Β2. 

 Έζησ 


 θαη 

 δύν κε ζπγγξακκηθά δηαλύζκαηα  

1. Αλ x


+y

=


0,λα δείμεηε όηη x=y=0. 

2. Αλ x1


+y1

=x2


+y2


, λα δείμεηε όηη x1=x2 θαη y1=y2. 

3.Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ xR ηα δηαλύζκαηα  

   u


=(x-1) 


+

 θαη v


=(2+3x)


-2


 είλαη ζπγγξακκηθά.                (15 μον.) 

ΘΔΜΑ Γ:  
 

Γ1.  

1.Γηα δύν δηαλύζκαηα 


,

 λα δείμεηε όηη: 

            
    

                                                               
(8 μον.) 

    Πόηε ηζρύνπλ ηα  =  ηεο πξνεγνύκελεο  αληζόηεηαο. 

2. Αλ γηα ηα δηαλύζκαηα , ,  
 

 ηζρύεη 0  
  

 θαη  

    
2 3 5

 
 

 
 λα απνδείμεηε  όηη:  α) 





       β) 


 


.          (10 μον.)                                                    

 

Γ2. 

3. Αλ , ,  
 

 είλαη ηξία δηαλύζκαηα ηνπ επηπέδνπ κε 1     
 

 

    θαη  2  
  

 λα απνδείμεηε όηη   
 

.                            (7 μον.) 
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ΘΔΜΑ Γ:  
 

Γ1. 

1.Τξία πινία Α,Β θαη Γ αλαρσξνύλ ηαπηόρξνλα από έλα ιηκάλη. 

   Η ζέζε ηνπ ιηκαληνύ ζεσξείηαη σο αξρή ελόο νξζνθαλνληθνύ    

   ζπζηήκαηνο θαη νη ζέζεηο ησλ πινίσλ, ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ  

   t ζε ώξεο είλαη Α(t
2
+t, t

2
), B(-2t, -t

2
-2t) θαη  Γ(t, -t

2
-1).Τξείο  

   ώξεο κεηά έλα άιιν πινίν Π πνπ ε ζέζε ηνπ εθείλε ηε ζηηγκή  

   ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε 
  

 3


  εθπέκπεη ζήκα  

   SOS.Να βξείηε: 

α) Τηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ πινίνπ πνπ εθπέκπεη ζήκα SOS.              (μον.5) 

β) Πνην απ’ ηα ηξία πινία Α,Β θαη Γ βξίζθεηαη πιεζηέζηεξα ζην  

    πινίν πνπ εθπέκπεη SOS, ώζηε λα ζπεύζεη ζε βνήζεηα;                (μον.5) 

γ) Αλ ππάξρεη ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία νη ζέζεηο ησλ  

    πινίσλ Α, Β θαη Γ είλαη ζπλεπζεηαθά ζεκεία.                               (μον.5) 

 

Γ2. 

1.  
                                                                                                     Α             Β 

Γίλεηαη ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ    Γ                                     Γ       1. 
 

      -4 

πιεπξάο α=2 θαη θέληξνπ Ο.                                                2.
 

      -2 

Αληηζηνηρίζηε ηα εζσηεξηθά                      Ο                         3. O
 

        4 

γηλόκελα ηεο ζηήιεο Α κε                                                 4.
 

          0 

ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο ηεο      Α                                     Β       5.
 

       2 
ζηήιεο Β. 

(Αηηηνινγεκέλεο απαληήζεηο)                                                       (μον.5) 

 
2. 

Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ΑΓ ην ύςνο ηνπ. 

Γείμηε(δηαλπζκαηηθά) όηη αλ 

2

A 90  ηόηε .
   

   

            
(μον.5)

                                     
 

 

                                         ΚΑΛΗ   ΔΠΙΤΥΦΙΑ 
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                                   Απανηήζεις (Δνδεικηικές) 

 

ΘΔΜΑ Α :  

Α1. 

 

1. Θεσξία 

2.Τα  θαη β


 είλαη θάζεηα αλ 
x 6

1 δει. 1 x 5
3 10

 
          . 

3.Δίλαη:
2 2 2 2

1 ( 3) 3 ( 3) 3 3

2 61 ( 3) ( 3) ( 3)

      
  

    
 ,αξλεηηθόο    

   αξηζκόο νπόηε ε ζ είλαη ακβιεία γσλία.  

   Δίλαη 3   θαη ε δηαλπζκαηηθή  

   ηνπ αθηίλα ζην 1
ν
 ηεηαξηεκόξην άξα         

   60  .                                                             

   Δπίζεο 1


   θαη ε δηαλπζκαηηθή  

   ηνπ αθηίλα ζην 3
ν
 ηεηαξηεκόξην άξα 

   180 45 225  


    . 

   Η ζ ινηπόλ είλαη 30 90 45 165          

 

Α2.  

1. Δρνπκε:u w (3,2) ( 3, 2) ( 3 3, 2 2)           
 

. 

    Γηα λα είλαη ηα δηαλύζκαηα u w θαη v
  

 θάζεηα αξθεί        
   (u w) v=0  

 
 

   ( 3 3, 2 2) (4, 6) 0 ( 3 3) 4 ( 2 2) ( 6) 0                   

    12 12 12 12 0 0 0        πνπ ηζρύεη γηα θάζε ι.  

 

2.Δρνπκε: 

   ●
2


      


   

  

   ●
2


   


   

                             

   ●    
   

  

   ●   
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ΘΔΜΑ Β : 

 

Β1. 

  
1.Δρνπκε: 

   
( )

2
  
    

 

  
      

     

    άξα 
2


 

 


     

 

 

 

 

 

2.Δρνπκε: 

   AB A B 2 2
    


      

 
 

   2( ) 2 ( )

2 2 4



       

    

   

         

 

 

Β2. 

 

1.Δζησ όηη θάπνηνο  απ’ ηνπο x, y δελ είλαη 0, π.x. x 0.  Τόηε: 

   
y

x y 0 x y
x

            
       

  , άηνπν. 

   Αξα  x=0 νπόηε ε x y 0   
 

 γίλεηαη   

   0 y 0 y 0 y 0        
   

 γηαηί 0 
 

 . 

 

2.Δρνπκε: 

   1 1 2 2 1 2 1 2x y x y x x y y 0             
       

 

   1 2 1 21 12 2) ( ) 0(x x y y x x y0 θαη 0y          
 

 αθνύ ηα   

    θαη β


 δελ είλαη ζπγγξακκηθά, νπόηε  1 2 21 θαx η x y y  . 
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3. Τα δηαλύζκαηα    u x 1      v 2 3x 2       
  

 είλαη  

    ζπγγξακκηθά αλ θαη κόλν αλ ππάξρεη R : u v   
 

  

          x 1   [ 2 3x x 1   2 3x2 ] 2             
   

 

    θαη επεηδή  θαη β


 κε ζπγγξακκηθά είλαη: 

    

1
x 1 (2 3x)

x 1 (2 3x) 2
x 0

1 2 1

2

   
   

  
  

  

  

ΘΔΜΑ Γ : 

 

Γ1. 

1. 

Σην ζρήκα βιέπνπκε ην άζξνηζκα ησλ δηαλπζκάησλ 




 θαη 


.Από ηελ ηξηγσληθή αληζόηεηα γλσξίδνπκε   

νηη                          

θαη επνκέλσο            
    

  

     

Αλ     
  

 ηόηε  


                              

Αλ     
  

 ηόηε  


 

Σχήμα: 

,  ,         
    

   θαη  ,  ,         
    

   

   

    

 

 

Σχόλιο: Η απόδεημε γίλεηαη θαη κε ύςσζε ησλ ηζνηήησλ ζην ηεηξάγσλν. 

 

2. Δζησ  

α)  νπόηε 2 ,  3 ,  5  άξα 5
2 3 5

 
                   

      
 

    ύ 0 5               
           

 

    
  νπόηε α β      
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 β)Αθνύ α β


, ππάξρεη θ>0 ώζηε .  


 Η ηζόηεηα  0  
  

,   

    γξάθεηαη 0 ( 1)            
       

 

    
1

1
   

 

 
 

 
. 

 

 

Γ2. 

1.Αθνύ  

2  
  

ˆ ˆ ˆ ˆ(   β)+ (  γ)=2 1 1 (   β)+1 1 (  γ) 2                
        

  

  ˆ ˆ(   β)+ (  γ) 2    
  

ˆ ˆ(   β)= (  γ) 1     
  

 

ˆ ˆάξα (   β) 0  θαη (  γ) 0    
  

.Δίλαη ινηπόλ 

  θαη  1        
    

 νπόηε    
 

 . 

 

 

ΘΔΜΑ Γ : 

 

Γ1. 

α)Τξείο ώξεο κεηά ηα ηξία πινία βξίζθνληαη ζηηο ζέζεηο  Α(12,9),  

    Β(-6,-15) θαη Γ(3,-10).Αλ ε ζέζε ηνπ πινίνπ Π είλαη Π(x,y) ηόηε ε    

    ηζόηεηα 
  

 3


  γξάθεηαη: 

    (12,9)+(-6,-15)+(3,-10)=(3x,3y)  (9,-16)=(3x,3y) άξα 
16

3,  
3

( )  . 

 

β)Οη απνζηάζεηο ησλ πινίσλ Α,Β,Γ από ην πινίν Π είλαη: 

    
2

2 216 43 2707
(3 12) ( 9) 81

3 9 9
           

     ΒΠ=
2

2 216 29 1570
(3 6) ( 15) 81

3 9 9
        θαη 

     
2

2 216 24 576
(3 3) ( 10)

3 9 9
        . 

      Τν πινίν πνπ ζα ζπεύζεη γηα βνήζεηα είλαη ην Γ. 
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γ)Δίλαη: 

   2 2 2 2 2(t t 2t, t t 2t) (t 3t,2t 2t)        


 θαη 

   2 2 2 2 2(t t t, t t 1) (t ,2t 1)       


 θαη: 

   

2 2
3 2 2

2 2

t 3t 2t 2t
det(BA, ) 4t t 3t t(4t t 3)

t 2t 1

 
       



 
  

Τν ηξηώλπκν 24t t 3   έρεη Γ=-47<0 άξα δελ κεδελίδεηαη γηα θαλέλα t. 

Τα ζεκεία ινηπόλ Α, Β, Γ δελ είλαη γηα θακία ρξνληθή ζηηγκή ζπλεπζεηαθά 

 

 

Γ2. 

1. 

● 0 γηαηί ΟΑ ΟΓ  
 

  

● 22 4      
   

  

● 2 2 2 4   
 

  

●
1 1

2 2 2
2 2 2


        


    

  

●
1 1

2 2 2
2 2 2


             


      

  

 

 

2. 

Δρνπκε:                              
2

( )      
     

 

         =
    



 

  

         =0 +


  
 

  

         = 
   

 

  

    

  

        


