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ΘΔΜΑ Α 

 

Α1.Δζηω δύν ζπλαξηήζεηο f,g νξηζκέλεο ζε δηάζηεκα Γ. Αλ 

      •νη f, g είλαη ζπλερείο ζην Γ 

      •f (x) g (x)  γηα θάζε εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ, 

      ηόηε ππάξρεη ζηαζεξά c ηέηνηα, ώζηε γηα θάζε x   

      λα ηζρύεη f (x) g(x) c   .                                                            (μον.7)  

 

Α2.Να δώζεηε ηελ γεωκεηξηθή εξκελεία ηεο πξόηαζεο ηνπ Α1.       (μον.3) 

 

Α3.Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο 

      γηα κηα ζπλερή ζπλάξηεζε f, ζην [α,β].                                        (μον.5) 

 

Α4.Να θπθιώζεηε ην Σ ή ην Λ ζηηο πξνηάζεηο: 

 

      1. 4 2

x 0
lim x x 0


                                                                             Σ   Λ 

      2.Αλ 
o o

o
x x u u
lim f (x) u   θαη lim g(u)
 

    ηόηε 

        
o ox x u u

lim g(f (x)) lim g(u)
 

   .                                                          Σ   Λ 

      3.Αλ ε ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ηόηε, ηα όπνηα  

         θνηλά ζεκεία ηωλ 1f f
C  θαη C   ,βξίζθνληαη ζηελ y x  .              Σ   Λ 

      4.Η ζύλζεζε g f  ηωλ f θαη g νξίδεηαη αλ ην ζύλνιν ηηκώλ  

         ηεο f έρεη θνηλά ζηνηρεία κε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο g.                    Σ   Λ 

      5.Αλ f θαη g παξαγωγίζηκεο ζπλαξηήζεηο ζην R θαη f (x) g(x)   

         ηόηε θαη f (x) g (x)  .                                                                   Σ   Λ 

                                                                                                            (μον.5) 

Α5.Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζηελ 3.                               (μον.5) 
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ΘΔΜΑ Β 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηύπν 
2

x
f (x)

x 1



  

Β1.Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα.                (μον.6) 

 

Β2.Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε 4 2 3f (x 3x ) f (2x 1)    έρεη 

      κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην ( 1,0)   θαη κία ηνπιάρηζηνλ ζην(0,1).(μον8) 

 

Β3.Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε 1 2 1 2x ,x R, κε x x   ηζρύεη: 

      1 1 2 2 1 2 2 1x f (x ) x f (x ) x f (x ) x f (x )        .                               (μον.5)  

 

Β4.Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 

      
2 2

21 1

f (x) f (x)
I dx dx

x x


   .                                                            (μον.6)    

                         

ΘΔΜΑ Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
2

x
f : (1, ) R,  κε f(x)=3

ln x
    . 

Γ1.Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε f ωο πξνο ηε κνλνηνλία,ηα  

     αθξόηαηα θαη λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο.                               (μον.7) 

 

Γ2.Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε f(x)=0 έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο.      (μον.5) 

 

Θεωξνύκε, επηπιένλ, ηε ζπλάξηεζε 
x

g(x) ,x 1
ln x

  . 

 

Γ3.Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ αθξηβώο δύν εθαπηόκελεο ηεο  

     gC  νη νπνίεο δηέξρνληαη από ην ζεκείν Μ(0,3).                            (μον.5) 

 

Γ4.Αλ G κηα παξάγνπζα ηεο g ζην (1, )  , ηόηε λα απνδείμεηε όηη: 

      1.
x x 1

G(x 1) G(x) , x e
ln x ln(x 1)


     


.                                 (μον.4) 

      2.
x

G(x 1) G(x)
lim 0

x

 
  .                                                         (μον.4) 
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ΘΔΜΑ Γ 
 

Γίλεηαη ε δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f : R R  γηα ηελ 

νπνία ηζρύνπλ: 

1.
h 0

f (1 h) f (1)
lim f (1)

h

 



      2.f (0) f (x) f (1)     γηα θάζε x R   

  

Γ1.Να απνδείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην ζεκείν κε  

     ηεηκεκέλε ox 1  δηέξρεηαη από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ.               (μον.4) 

 

Γ2.Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη θπξηή ζην R.                                     (μον.4) 

 

Γ3.Αλ επηπιένλ γηα ηελ f  ηζρύεη:
1 2

0
f (x) 3 f (x)dx x 5   , 

      γηα θάζε x R  ηόηε λα απνδείμεηε όηη 2f (x) x 1.                    (μον.4) 

 

 

Γ4.Γηα ηε ζπλάξηεζε g : R R ηζρύεη:    

      g (x) f(x)=g(x) (f(x) f (x))     θαη g(0)=1. 

      1.Να απνδείμεηε όηη 
x

2

e
g(x) ,x R

x 1
 


 θαη όηη ε g είλαη 

         γλεζίωο αύμνπζα.                                                                      (μον.4) 

 

      2.Να απνδείμεηε όηη ηζρύεη:
2

0
(x 1) g(x)dx 0   .                       (μον.5) 

 

      3.Βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απ’ ηελ  

         γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
xx e

h(x)
f (x) 2x





 , ηνλ x΄x , 

         ηνλ y΄y  θαη  ηελ x=1.                                                                 (μον.4) 

 

 

 

ΚΑΛΗ  ΔΠΙΤΥΦΙΑ 
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Απανηήζεις(Υποδείξεις) 

ΘΔΜΑ Α 

 

Α1, Α2, Α3 Θεωξία 

 

Α4. 1Λ,   2Λ,   3Σ,   4Σ,   5Λ 

 

Α5….
( ) h(x) f (x) x h

1 1

f (x) y
f (x) x f (y) y h(x) h(y) x y

x f (y)

   




       


 … 

 

ΘΔΜΑ Β 

Β1.Δίλαη 
2 2

1
f (x) ... 0, x R,άξα f γλ. αύμνπζα

(x 1) x 1
     

 
. 

Β2.
1 1

4 2 3 4 2 3 4 2 3f (x 3x ) f (2x 1) x 3x 2x 1 x 3x 2x 1 0


              

      θαη Θ.Bolzano ζηα 4 3 2[ 1,0],  [0,1]  γηα ηελ  g(x)=x 2x 3x 1    …  

 

Β3.Αθνύ ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζα ηζρύεη: 

      2 1
1 2 2 1 2 1

2 1

f (x ) f (x )
0,x x (x x ) (f (x ) f (x )) 0...

x x


      


  

Β4….

2
2

1
1

f (x) f (x)
I dx ...

x x

   
     

   
   

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1.Δίλαη
2

2

3

2 ln x 12 e
f (x) ,  κε ξίδα x=e  θαη f(A) ,

4ln x

  
    

 
.                                                  

 

 

 

 

 

 

                              
212 e

M 0
4


   

                                

x  1     A1    e
2
       A2      

f             +                            

 f       -                 
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Γ2.Μία ξίδα ζην 2
1A (1,e )    θαη κία ζην 2

2A (e , )  . 

Γ3.Δίλαη ε:
M(0,3) ( )

o o o oy g(x ) g (x )(x x ) ...f(x ) 0
 

      πνπ έρεη δύν  

     ξίδεο από ην (Γ2). 

 

Γ4. 1.Θ.Μ.Τ. γηα ηελ G ζην [x,x+1]… 

      2.Κξηηήξην παξεκβνιήο ζηελ (1)… 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1.Από (1) ...f (1) f (1).    

      Απ’ ηελ ε: y f (1) f (1)(x 1) 0 f (1) f (1)(0 1) f(1) f (1)             

      πνπ ηζρύεη. 

 

Γ2.Από Θ.Μ.Τ. ζηελ f  (0,1) : f ( ) f (1) f (0)       θαη ε (2)   

      f (0) f (1) f (0) f (1) f (0) 0 άξα f (x)>f (0) 0             επνκέλωο 

      ε f θπξηή. 

 

Γ3.Θέηω 
1 2 2

0
3 f (x)dx c  νπόηε  f(x)+c=x 5 f (x) x 5 c        θαη 

      άξα 
1 2 2

0
3 (x 5 c)dx c ...c 4  θαη ...f(x)=x 1      . 

 

Γ4. 1.Από  g (x) f(x)=g(x) (f(x) f (x)) ...(f(x) g(x)) f(x) g(x)          

          άξα 
x

x

2

e
f (x) g(x) c e ...g(x)

x 1
    


 . 

      2.Δίλαη 
2 1 2

0 0 1
(x 1)g(x)dx (x 1)g(x)dx (x 1)g(x)dx         

         •Αλ 
g x 1 0

0 x 1 g(x) g(1) (x 1)g(x) (x 1)g(1)
  

           

           
1

0

g(1)
(x 1)g(x)dx

2
    (1) 

         •Αλ 1 x 2 ...    
2

1

g(1)
(x 1)g(x)dx

2
   (2) 

         Από πξόζζεζε ηωλ (1) θαη (2) είλαη  
2

0
(x 1) g(x)dx 0    
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       3. Δίλαη:

x x x

2 2

x e x e x e
 h(x)

f (x) 2x x 2x 1 (x 1)

  
  

     θαη ην  

           δεηνύκελν εκβαδόλ ηζνύηαη κε ην    

           

1
x x x

1 1 1

2 20 0 0
0

x e x e e e
h(x)dx dx dx 1

x 1 2(x 1) (x 1)

  
     

   
     

 


