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ΘΔΜΑ Α 

 

Α1.Πόηε δύν ζπλαξηήζεηο ιέγνληαη ίζεο;                                           (μον.5)                                                    

         

Α2. Μπνξεί δύν ζπλαξηήζεηο κε ίδην πεδίν νξηζκνύ θαη  

       δηαθνξεηηθό ηύπν λα είλαη ίζεο; Γώζηε έλα παξάδεηγκα.            (μον.2)    

 

Α3.Δζησ ζπλάξηεζε f πνπ νξίδεηαη ζην Α θαη είλαη 1-1.Να  

      δείμεηε όηη: 

      ● 1f (f (x)) x,  x A        θαη     ● 1f (f (y)) y,  y f(A)                (μον.8) 

 

Α4.Να ραξαθηεξίζεηε κε (Σ) ή (Λ) ηηο πξνηάζεηο: 

 

      1.Αλ xf (x) ln x  θαη  g(x)=e  ηόηε  

         α) 
1

(g f )(x) ,  x R
x

                                                               Σ    Λ 

         β) (f g)(x) x,  x R                                                                 Σ    Λ 

                                          

      2.Αλ f (x) 0  θνληά ζην ox  θαη ππάξρεη ην 
ox x

lim f (x)


 ηόηε 

        
ox x

lim f (x)


>0.                                                                                  Σ    Λ 

      3. Αλ 0 f (x) 1   θνληά ζην κεδέλ, ηόηε θαη 
o

4

x x
lim (x f (x)) 0


    Σ    Λ 

 

      4.Αλ 
o o

1 2
x x x x
lim f (x)   θαη  lim g(x)
 

     ηόηε  θαη  

        
o

1 2
x x
lim (f (x) g(x))


                                                                     Σ    

Λ 

 

      5.Αλ γηα θάζε x θνληά ζην 2 ηζρύεη  h(x) f (x) g(x),   

       
x 2 x 2

 limh(x) 6,  limg(x) 8
 

    ηόηε 
x 2

6 limf (x) 8


                          Σ    Λ 
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                                                                                                          (μον.10) 

 

ΘΔΜΑ Β 

 

 

B1.Γίλεηαη  ε γλεζίσο κνλόηνλε ζπλάξηεζε f : R R  ηεο νπνίαο  

      ε fC  δηέξρεηαη απ’ ηα ζεκεία Α(1,3) θαη Β(0,2). 

      1. Βξείηε ην είδνο ηεο κνλνηνλίαο ηεο f.                                       (μον.3) 

      2. Λύζηε ηελ αλίζσζε 
2f (f (x ) 3) 2                                          (μον.4)  

 

Β2. 

      1.Να κειεηήζεηε  σο πξνο ηελ κνλνηνλία ηελ  

        xf (x) e x                                                                               (μον.6)          

      2.Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
2x 1 2e x 2                                        (μον.6) 

      3.Αλ α<β λα δείμεηε όηη 
e e

e
 




 
                                        (μον.6) 

 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

 

Γ1.Να βξείηε ηα παξαθάησ όξηα: 

     1.
3

3x 1

x 1
lim

x x




         2. 

x 1

x 3 2
lim

x 1

 


         3. 

2x 0

x
lim

x x




                (μον.9) 

 

Γ2. Αλ ηζρύεη 2 2f (x) 2f (x) x 0,  γηα θάζε x R      

       λα απνδείμεηε όηη 
x 0
limf (x) 1


                                                      (μον.7) 

 

Γ3. Αλ 
2 x 2

x 2 x 4 2
f (x)   θαη limf (x) 10

x 5x 6 

     
 

 
  

       βξείηε ηα α θαη β.                                                                         (μον.9)  
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ΘΔΜΑ Γ 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : A R  κε Α=[0,+ )  γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ: 

●f (x) 2,  x A        

● 2 2f (x) 3 4f (x) x ,  x A          

   

Γ1.Να δείμεηε όηη 2f (x) 2 x 1                                                    (μον.5) 

 

Γ2.Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη αληηζηξέςηκε.                 (μον.5)  

  

Γ3.Βξείηε ηελ 1f                                                                                 (μον.5)  

 

Γ4.Να απνδείμεηε όηη ε fC  βξίζθεηαη πάλσ απ’ ηελ y=x                  (μον.5) 

 

Γ5.Αλ f ί   C  , M'     ζπκκεηξηθό ηνπ Μ σο πξνο ηελ 

     y=x  θαη (ΜΜ΄)= 18 , λα βξείηε ηα ζεκεία Μ θαη Μ΄.                (μον.5) 

   

 

 

 

 

 

 

ΚΑΛΗ  ΔΠΙΤΥΦΙΑ 
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Απανηήζεις (Δνδεικηικές) 

ΘΔΜΑ Α 

  

Α1, Α2, Α3  Θεσξία 

Α4.  1αΛ, 1βΣ,     2Λ,     3Λ,    4Λ,     5Λ 

 

ΘΔΜΑ Β 

 

Β1.  
 

1. Αθνύ 1>0 θαη f (1) 3 f (0) 2    θαη επί πιένλ ε f είλαη γλεζίσο    

    κνλόηνλε , ζα είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

 

2. Δίλαη:   

    
f f

2 2 2 2f (f (x ) 3) 2 f(f(x ) 3) f (0) f(x ) 3 0 f(x ) f (1)          
 

  

    2x 1   x 1 ή x>1  . 

 

 

Β2. 

 

1. Η f έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Α=R θαη είλαη παξαγσγίζηκε ζ’ απηό κε  

    xf (x) e 1 0     , άξα είλαη γλεζίσο θζίλνπζα. 

 

2. Η αλίζσζε 
2x 1 2e x 2   , ηζνδύλακα γξάθεηαη: 

    
2 2 f

x 1 2 (1 x ) 2 2e x 1 1 e (1 x ) 1 f(1 x ) f (0)            


  

    21 x 0


   1 x 1   . 

 

3. Θα δείμνπκε όηη: 
e e

e
 




 
  

( 0)e e e e 1 1
e e

e e e e

    
 

   

 
        

  
f

e e e e f ( ) f ( )            


 

   πνπ ηζρύεη. 
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ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. 

 

1. Η f έρεη πεδίν νξηζκνύ ην  R 1,0,1     θαη    

    

0
( )3 2 20

3x 1 x 1 x 1

x 1 (x 1) (x x 1) x x 1
lim lim lim

x (x 1) (x 1) x(x 1)x x  

      
  

    

3

2
. 

 

2. Η f έρεη πεδίν νξηζκνύ ην A [ 3,1) (1, )     θαη 

    

0
( )
0

x 1 x 1

x 3 2 ( x 3 2) ( x 3 2)
lim lim

x 1 (x 1) ( x 3 2) 

      
 

    
 

    
x 1

x 1
lim

(x 1) ( x 3 2)




    x 1

1
lim

x 3 2


 

1

4
. 

 

3. Η f έρεη πεδίν νξηζκνύ ην  A R 0,1   θαη    

   
2x 0 x 0

x x 1
lim lim 1 ( 1)

x x 1x x 

  
      

  
 1 . 

 

Γ2. Η ζρέζε 2 2f (x) 2f (x) x 0,     ηζνδύλακα, γξάθεηαη: 

      2 2 2 2f (x) 2f (x) 1 1 x (f (x) 1) εκ x         

      2 20 (f (x) 1) εκ x    . 

      Δπεηδή 2

x 0 x 0
lim( x) lim(0) 0
 

    , ζύκθσλα κε ην θξηηήξην παξεκβνιήο  

      είλαη θαη  2

x 0 x 0
lim(f (x) 1) 0 lim(f (x) 1) 0
 

       
x 0
limf (x) 1


 . 

 

Γ3. Κνληά ζην 2 είλαη x 2 0  θαη  x 4<0    νπόηε ν ηύπνο ηεο f γξάθεηαη 

      
2 2

(x 2) ( x 4) 2 ( )x 2 4 2
f (x)

x 5x 6 x 5x 6

           
 

   
 άξα 

      2f (x) (x 5x 6) ( )x 2 4 2         θαη βάδνληαο όξηα έρνπκε: 

      2

x 2 x 2
lim[f (x) (x 5x 6)] lim[( )x 2 4 2]
 

           

      0 4 2 2    2 1    (1). 
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     Δρνπκε ηώξα απξνζδηνξηζηία 
0

0
 θαη: 

     

0

0

2x 2 LH x 2 x 2

[( )x 2 4 2]
limf (x) lim lim

2x 5 1(x 5x 6)  

         
  

  
  άξα 

     10    (2). 

     Απ’ ην ζύζηεκα ησλ (1) θαη (2) πξνθύπηεη όηη 3 θαη β=7   .  

       

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

 

Γ1. Απ’ ηελ ηζόηεηα 2 2f (x) 3 4f (x) x     (1) έρνπκε: 

      2 2 2 2f (x) 4f(x) 4 x 1 (f (x) 2) x 1           

      2f (x) 2 x 1  
f (x) 2

2f (x) 2 x 1


      2f (x) 2 x 1   . 

 

Γ2. Δίλαη: 
2 2

2x x
f (x) 0, x A άξα ε f

2 x 1 x 1
     

 
 είλαη  

      γλεζίσο αύμνπζα, άξα θαη 1-1 επνκέλσο αληηζηξέθεηαη. 

 

 

Γ3. Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ηζρύεη όηη 1f x
A f (A) [f (0), lim ) [3, )


     

      Απ’ ηελ εμίζσζε 2 2f (x) y 2 x 1 y x 1 y 2             

      2 2x 1 (y 2)    2 2x (y 2) 1     2x y 4y 3    . 

       (ε 2x y 4y 3 A     θαη απνξξίπηεηαη). 

       Αξα 1f (x)  2x 4x 3    . 

 

Γ4. Αξθεί λα δείμνπκε όηη 2f (x) x 2 x 1 x,      πνπ ηζρύεη γηαηί 

       2 2x 1 x x x, x A      . 

 



 

                                                                                      

                                                                                               Είμαζηε ηυχεροί που είμαζηε δάζκαλοι  

 

www.efklidis.edu.gr                                                    7                     Τρίκαλα ηηλ.-fax(24310-36733) 

 

 

Γ5. Αλ fM( , ) C    ηόηε ην M  είλαη ην Μ (β,α)  . 

      Αθνύ 2 2( ) 18 ( ) ( ) 18 2 3 2            

     άξα 3


     3   (1) . 

     Αθνύ ην fM( , ) C    είλαη     

     
(1) 1

2 2 22 1 3 2 1 1 1


                 

     2 22 1 1        2 0 0  νπόηε β=3    . 

     Αξα (0,3)  θαη  Μ (3,0)  . 


