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ΘΔΜΑ Α 

 

Α1.Εζησ f  κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Δ. Αλ F είλαη  

      κηα παξάγνπζα ηεο f ζην Δ, ηόηε λα απνδείμεηε όηη: 

      ●όιεο νη ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο G(x) F(x) c,c R    είλαη   

        παξάγνπζεο ηεο f ζην Δ  θαη  

      ●θάζε θάζε άιιε παξάγνπζα G ηεο f ζην Δ παίξλεη ηε κνξθή  

        G(x) F(x) c,c R   .                                                                (μον.7)                                                    

         

Α2.Να δηαηππώζεηε ην θξηηήξην παξεκβνιήο.                                   (μον.4)    

 

Α3.Πόηε κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα Δ ιέγεηαη 

      θπξηή θαη πόηε θνίιε ζην Δ;                                                         (μον.4) 

 

Α4.Να ραξαθηεξίζεηε κε (Σ) ή (Λ) ηηο πξνηάζεηο: 

 

      1.Αλ κία ζπλάξηεζε f : R  είλαη 1-1,γηα ηελ αληίζηξνθε 

         ζπλάξηεζε 1f   ηζρύεη: 

         1 1f (f (x)) x,x A θαη f(f (y)) y,y f(A)     .                            Σ    Λ 

 

      2.Αλ 
o

o
x x
lim f (x) 0,  ηόηε f(x)<0 θνληά ζην x


 .                               Σ    Λ 

 

      3.Εζησ f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζ’ έλα δηάζηεκα [α,β]. Αλ 

         ηζρύεη όηη f (x) 0,  x [ , ] ηόηε f (x)dx 0



      .                     Σ    Λ 

 

      4.Aλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην [α,β] θαη f(β) κέγηζηε ηηκή 

         ηεο ζπλάξηεζεο, ηόηε θαη’ αλάγθε ζα είλαη f ( ) 0   .                Σ    Λ 

 

      5.Αλ γηα θάζε ζηνηρείν y ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ ηεο f(x), ε  

         εμίζσζε f(x)=y έρεη ιύζε σο πξνο x, ηόηε ε f είλαη 1-1.             Σ    Λ 

                                                                                                          (μον.10) 
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ΘΔΜΑ Β 

Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
x

x

e
f (x)

e 1



. 

B1.Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ηα αθξόηαηα ηε f .      (μον.4) 

Β2.Να κειεηήζεηε ηελ f  σο πξνο ηελ θακππιόηεηα θαη λα βξείηε  

      ηα ζεκεία θακπήο ηεο.                                                                  (μον.4) 

Β3.Να βξείηε ηηο αζύκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f.        (μον.4) 

Β4.Να ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f.                               (μον.4) 

Β5.Να γξάςεηε ηνλ ηύπν: 

      1.ηεο ζπκκεηξηθήο ηεο f  σο πξνο ηνλ y΄y.  

      2.ηεο ζπκκεηξηθήο ηεο f σο πξνο ηνλ x΄x. 

      3.ηεο ζπκκεηξηθήο ηεο f σο πξνο ηo O(0,0).                                 (μον.3)      

B6.Να βξείηε ην εκβαδό ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απ’ ηηο  

      γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f , ηεο ζπκκεηξηθήο ηεο σο  

      πξνο ηνλ x΄x,ηελ x=1 θαη ηνλ y΄y.                                                (μον.6) 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Δίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f : R R  γηα ηελ νπνία  

ηζρύνπλ:   • f(0)=1      • 3 2f (x) f (x) x 3x x 1,  x R       . 

 

Γ1.Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f.                                                             (μον.5) 

 

Γ2.Αλ x 3f (x) e x x    λα απνδείμεηε όηη ε f αληηζηξέθεηαη θαη  

     θαη λα βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f  .                                       (μον.4) 

 

Γ3.Να απνδείμεηε όηη: 

     1.ππάξρεη αθξηβώο έλαο ( 1,0)  ηέηνηνο, ώζηε 1f (0)   .      (μον.4) 

     2.ε εμίζσζε 
xf (x ) f ( e )

0
x 1 x

  
 


 έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα  

        ιύζε ζην δηάζηεκα (0,1).                                                            (μον.5) 

 

Γ4.Αλ ,   [0,+ ), κε α<β,     λα δείμεηε όηη:  

      
1 1

f (x)dx f (x)dx f ( ) f ( )
 

 
      .                                        (μον.7) 
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ΘΔΜΑ Γ 

 

Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : R R  γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ: 

•f (0) 1      •f (x) 0     •f (0) 0       •f (x) 2(f (x) xf (x)),  x R     . 

 

Γ1.Να απνδείμεηε όηη 
2xf (x) e ,  x R  .                                           (μον.5) 

 

Γ2. 

     1.Να απνδείμεηε όηη ε 
f (x) 1

g(x)
x


  είλαη γλεζίσο αύμνπζα  

        ζην (0, ) .                                                                                (μον.3)   

     2.Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
3

2f (x ) 1
x ,  x (0, )

f (x) 1


  


.                 (μον.3)   

 

Θεωρούμε ζηη ζσνέτεια μια παράγοσζα F ηης f  ζηο R. 

 

Γ3.Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε 0 ηζρύεη x F(F(x))dx 0



    .    (μον.5) 

 

Γ4.  

      1.Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε F( x) F(1 x)    έρεη  

         ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην (0,1).                                                 (μον.2)   

      2.Να απνδείμεηε όηη ε  F  είλαη θπξηή ζην [0, )  θαη ζηε  

         ζπλέρεηα λα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο FC   

         ζην ζεκείν M(0,F(0)) .                                                              (μον.2)   

      3.Να ππνινγίζεηε ην όξην:

F(x)

xf (x)

x
lim (F(x))


 .                                (μον.5)    
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Απανηήζεις (Δνδεικηικές) 

ΘΔΜΑ Α 

Α1, Α2, Α3  Θεσξία 

Α4.  1Σ,  2Σ,  3Λ,  4Λ,  5Λ 

 

ΘΔΜΑ Β 

Β1.Η f έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Α=R θαη παξάγσγν: 

      
x x x x x x

x x 2 x 2

e e (e 1) e e e
f (x) 0

e 1 (e 1) (e 1)

    
     

   
. Αξα είλαη   

      γλεζίσο αύμνπζα ζην R θαη δελ έρεη αθξόηαηα. 

Β2.Είλαη:
x x x 2 x x x x x

x 2 x 4 x 3

e e (e 1) e 2(e 1)e e (1 e )
f (x)

(e 1) (e 1) (e 1)

      
    

   
. 

      Αλ x x x 0f (x) 0 1 e 0 e 1 e e x 0           . 

      Αλ x x x 0f (x) 0 1 e 0 e 1 e e x 0           . 

      Η f  ινηπόλ είλαη θπξηή ζην ( ,0]  θαη θνίιε ζην [0, )  θαη έρεη   

      ζεκείν θακπήο ζηε ζέζε 0x 0 . 

 

Β3.●Η f είλαη ζπλερήο ζην R άξα δελ έρεη θαηαθόξπθε αζύκπησηε. 

      ●
x

xx x

e 0
lim f (x) lim 0

0 1e 1 
  


 άξα ε  y=0 (ν x΄x) είλαη  

         νξηδόληηα αζύκπησηε ζην  . 

      ● 
x x

x xx x LH x

e e
lim f (x) lim lim 1

e 1 e

 
 
 

  
  


 άξα ε y=1 είλαη νξηδόληηα   

          αζύκπησηε ζην  . 

Β4.Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f , ζύκθσλα κε ηα παξαπάλσ   

      είλαη ε ηνπ ζρήκαηνο     
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Β5.●Η ζπκκεηξηθή ηεο f σο πξνο ηνλ y΄y έρεη ηύπν 
x

x x

e 1
g(x)

e 1 e 1




 

 
. 

      ●Η ζπκκεηξηθή ηεο f σο πξνο ηνλ x΄x έρεη ηύπν
x

x

e
h(x) f (x)

e 1
   


. 

      ●Η ζπκκεηξηθή ηεο f σο O(0,0)  έρεη  ηύπν  
x

x x

e 1
w(x)

e 1 e 1




   

 
. 

 

B6.Τν δεηνύκελν εκβαδό είλαη: 

      
x

1 1 1 x 1
0x0 0 0

e
E 2 f (x)dx 2 f (x)dx 2 dx 2[ln(e 1)]

e 1
     


  

e 1
2ln

2


.  

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1.Ερνπκε:    

     3 2 3 2f (x) f (x) x 3x x 1 f (x) x x f (x) 3x 1              

     3 3 3 xf (x) x x (f (x) x x) f (x) x x c e ,c R (1)              

     Αθνύ 
(1)

f (0) 1 1 c 1 c 1       νπόηε x 3f (x) e x x   . 

 

Γ2.Είλαη : x 2f (x) e 3x 1 0      άξα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα, 

     νπόηε είλαη θαη 1-1 άξα αληηζηξέθεηαη. 

     Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f   είλαη   

     1f x x
A f (A) ( lim f (x), lim f (x)) ( , )

 
     . Αξα  1f

A ( , )    . 

 

Γ3. 

    1.Η 1f (0) f ( ) 0     . 

       Η f είλαη ζπλερήο ζην R άξα θαη ζην  1,0 .   

       Ερεη 1f(0) 1 0  θαη f( 1)=e 2 0      δει. f (0) f ( 1) 0   . 

       Σύκθσλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλαο   

       ( 1,0) : f( ) 0    .Επεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ,απηό ην   

       α  είλαη κνλαδηθό. 
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       Η εμίζσζε  
xf (x ) f ( e )

0
x 1 x

  
 


 (x 0,1)  είλαη ηζνδύλακε κε ηελ 

      xx f (x ) (x 1) f ( e ) 0         . 

      Θεσξώ ηε ζπλάξηεζε xg(x) x f (x ) (x 1) f( e )         , x R . 

      •Η g είλαη ζπλερήο ζην [0,1] σο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ. 

      •g(0) f ( 1) θαη g(1)=f(α+1)    

       Ερνπκε ηώξα: 

       
f

1 1 f ( 1) f ( ) f ( 1) f ( 1) 0 f ( 1)


                   

       νπόηε g(0) g(1) 0  . 

       Σύκθσλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλαο μ (0,1)   

       ώζηε g( ) 0  . 

 

Γ4. Η αλίζσζε, ηζνδύλακα, γξάθεηαη: 

       
1 1

f (x)dx f ( ) f (x)dx f ( )
 

 
        

        F( 1) F( ) f( ) F( 1) F( ) f( )            (1), F αξρηθή ηεο f. 

      Εζησ (x) F(x 1) F(x) f (x)      νπόηε H (x)=f(x+1) f(x) f (x)   . 

      Γηα ηελ f ,ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα κέζεο ηηκήο, ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ   

      έλαο k (x,x 1)   ώζηε f (k) f (x 1) f (x)     θαη έηζη ε H  γξάθεηαη 

      H (x) f (k) f (x) 0 γηαηί k>x  θαη  f      αθνύ   

      xf (x) e 6x 0 x 0      . Αξα ε H(x) είλαη   . 

      Η (1) ινηπόλ γξάθεηαη, ηζνδύλακα, ( ) ( )


       ,πνπ ηζρύεη. 

       

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1.Eρνπκε: (f (x)) 2(f(x) xf (x)) (f (x)) (2f(x) 2xf (x))             

     (f (x)) (2xf (x))     f (x) 2xf (x) c    (1) 

     Είλαη 
(1) f (x)

f (0) 0 0 0 c c 0 άξα f (x)=2xf(x) 2x
f (x)


            

     2(lnf (x)) (x )    2ln f (x) x k    (2) 

 

     Είλαη 
(2)

2 2

x 0
f (0) 1 ln1 0 k k 0 άξα lnf(x)=x


      

2xf (x) e  
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Γ2. 

     1.Είλαη:

2 22 x x

2 2

f (x) 1 f (x) x f (x) 1 2x e e 1
g (x)

x x x

        
    

 
 (1) 

        Θεσξνύκε ηελ   

        
2 2 2 22 x x x 3 xh(x) 2x e e 1 νπόηε h (x)=2xe 4x e 0, x 0         άξα 

        ε h είλαη 
x 0

h(x) h(0) 0.


      

        Απ’ ηελ (1) είλαη g (x) 0 άξα   ε g είλαη  ζην (0,+ ) . 

       

     2.Η πξνο ιύζε αλίζσζε γξάθεηαη: 

        
3 g x 0

3 3 2

3

f (x ) 1 f (x) 1
g(x ) g(x) x x x 1

xx

  
         x 1 . 

 

Γ3.Ερνπκε: 
0

0
 x F(F(x))dx x F(F(x))dx x F(F(x))dx

 

 
        (1) 

      Είλαη: 
2xF (x) f (x) e 0 άξα ε      F είλαη . 

      ●Γηα 
x 0

x [ ,0] είλαη x 0 F(x) F(0) F(F(x)) F(F(0))
 

          

       
0 0

x F(F(x)) xF(F(0)) xF(F(x))dx xF(F(0))dx
 

        

      

0
2

0 0 0 x
xF(F(x))dx F(F(0)) xdx xF(F(x))dx F(F(0))

2  


 
    

 
           

     
0

xF(F(x))dx



2

F(F(0))
2


  (2)  

     ● Γηα 
x 0

x [0, ] είλαη x 0 F(x) F(0) F(F(x)) F(F(0))
 

          

     
0 0

x F(F(x)) xF(F(0)) xF(F(x))dx xF(F(0))dx
 

        

     
2

0 0 0
0

x
xF(F(x))dx F(F(0)) xdx xF(F(x))dx F(F(0))

2


    

    
 

           

     
0

xF(F(x))dx



2

F(F(0))
2


 (3)  

    Με πξόζζεζε ησλ (2) θαη (3) θαηά κέιε είλαη xF(F(x))dx 0



 . 
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Γ4. 

    1.Επεηδή ε F είλαη   ,είλαη θαη 1-1 θαη ε εμίζσζε F( x) F(1 x)     

       x 1 x x x 1 0         (1) 

       Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε w(x) x x 1     ε νπνία ζην [0,1] είλαη 

       ζπλερήο θαη w(0) 1 0,  w(1) 1 0      . 

       Σύκθσλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη έλαο ηνπιάρηζηνλ   
       (0,1) : w( ) 0     

       

   2.Είλαη 
2 2x xF (x) f (x) e ,  F (x) 2x e 0 ζην [0,+ )        

      (ην = ηζρύεη κόλν γηα x=0) νπόηε ε F είλαη θπξηή ζ’ απηό.  

      Η εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο FC  ζην M(0,F(0)) είλαη : 

      y F(0)=F (0)(x 0) y F(0)=f(0) x      y=x+F(0) . 

 

   3.Επεηδή ε F είλαη θπξηή ζην [0, )  ζα είλαη F(x) x F(0)   

    
x

 θαη επεηδή lim (x F(0))


    είλαη θαη 
x
lim F(x)


  . 

      Είλαη:

F(x) F(x) F(x) ln F(x)
ln F(x)

xf (x) xf (x) xf (x)F(x) e e




     (2) 

      Ερνπκε:

( )

x LH x

f (x)
f (x) ln F(x) F(x)

F(x) ln F(x) F(x)
lim lim

xf (x) f (x) xf (x)





 

  


 


  

      =

2 2

2 2

( )x x

2x xx x LH x

f (x)

e ln F(x) e ln F(x) 1 F(x)
lim lim lim

4x1 2xe x 2x e





  

  
  

  
 

      =

( )

x LH

f (x)
lim

4x F(x)










2

2

( )x

xx x LH

f (x) 2xe
lim lim

4F(x) 4xf(x) 4F(x) 4xe





 


 

 
 

      =

2 2

2 2 2

x x 2 2

2 2x x xx x x

2e 2x 2x e 2 4x 4x
lim lim lim

8 8x 8x4e 4e 4x 2x e  

   
  

   

1

2
. 

       

      Από ηελ (2) πξνθύπηεη όηη: 

F(x)

xf (x)

x
lim (F(x))


=

1

2e e . 


