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ΘΔΜΑ A 

 

Α1.α)Να απνδείμεηε όηη: Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη παξαγωγίζηκε  

         ζ’ έλα ζεκείν ox  ,ηόηε είλαη θαη ζπλερήο ζην ζεκείν απηό.    (μον.7) 

      β)Ιζρύεη ην αληίζηξνθν ηεο παξαπάλω πξόηαζεο; Γώζηε έλα   

         παξάδεηγκα γηα λα δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.            (μον.3) 

Α2.Γηαηππώζηε ην ζεώξεκα κέζεο ηηκήο θαη δώζηε ηε γεωκεηξηθή  

      ηνπ εξκελεία.                                                                                (μον.5) 

Α3.Κπθιώζηε ην Σ ή ην Λ ζηηο πξνηάζεηο:  

      1.Αλ ε ζπλάξηεζε f  παξαγωγίδεηαη ζην [α, β] κε f ( ) f ( )   , 

         ηόηε ππάξρεη 0x ( , )    ηέηνην, ώζηε 0f (x ) 0  .                       Σ    Λ 

      2.Η γξαθηθή παξάζηαζε πνιπωλπκηθήο ζπλάξηεζεο άξηηνπ  

         βαζκνύ έρεη πάληα νξηδόληηα εθαπηνκέλε.                                  Σ    Λ 

      3.Δίλαη:
h 0

h
46 6

lim
h 3

  
    
 

 .                                                 Σ    Λ 

      4.Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη παξαγωγίζηκεο ζην 0x  ηόηε θαη 

         ζπλάξηεζε f g  είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0x .                             Σ    Λ 

      5.Αλ x(t)  είλαη ε ζπλάξηεζε ζέζεο ελόο πιηθνύ ζεκείνπ θαη 

         ηζρύεη x (t) 0   ηόηε ην πιηθό ζεκείν είλαη αθίλεην.                   Σ    Λ 

      6.Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε ζtν R θαη ε επζεία 

         y x    έρεη δύν θνηλά ζεκεία κε ηελ fC , ηόηε ππάξρεη  

          R ώζηε f (μ)=ι .                                                                     Σ    Λ 

      7.Ιζρύεη 0 0(f(x )) f (x )  .                                                                Σ    Λ 

      8.Αλ κηα επζεία έρεη κε ηελ fC  κόλν έλα θνηλό ζεκείν, ηόηε  

         είλαη νπωζδήπνηε εθαπηνκέλε ηεο.                                              Σ   Λ 

       9.Αλ δύν ζπλαξηήζεηο ηέκλνληαη ηόηε ζην θνηλό ηνπο ζεκείν 

          δέρνληαη θνηλή εθαπηνκέλε.                                                        Σ   Λ   

     10.Η f (t) t 2x έρεη παξάγωγν f (t)=ζπλt+2                               Σ   Λ 

                                                                                                          (μον.10) 
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ΘΔΜΑ Β 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 3h : R R,   h(x)=672x +2x 85.     

 

Β1.Να δείμεηε όηη ππάξρεη κνλαδηθό α>0 ηέηνην, ώζηε h( ) 0  .     (μον.5)  

                                                      

Β2.Γίλνληαη επηπιένλ νη παξαγωγίζηκεο ζπλαξηήζεηο f ,F: R R . 

      1.Αλ είλαη γλωζηό όηη ε επζεία y x   εθάπηεηαη ηεο fC   

         ζην ζεκείν A(0,f (0)) , ηόηε λα βξείηε ηελ εμίζωζε ηεο  

         εθαπηνκέλεο επζείαο (ε) ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  

         F h f   ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε x 0 .                                 (μον.6) 

      2.Να βξείηε ην α, αλ είλαη γλωζηό όηη ε επζεία (ε) είλαη  

         παξάιιειε ζηελ επζεία ( ) : y 506x 2017   .                         (μον.5) 

Β3.Να ππνινγίζεηε ην όξην 
x

h(x) 85 1
lim

xx

 
 

 
 γηα ηηο  

      δηάθνξεο  αθέξαηεο ηηκέο ηνπ λ.                                                    (μον.9) 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : (0, ) R     γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 

f (x) f (y) xy 1
,  x, y A,  x y

x y xy

 
   


. 

Γ1.Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  

     (0,1] θαη γλεζίωο αύμνπζα  ζην δηάζηεκα [1, ) .                     (μον.4) 

Γ2.Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε, κε 

      
2

1
f (x) 1 ,x A

x
    .                                                                    (μον.6) 

Γ3.Να βξείηε ηελ f(x) αλ είλαη γλωζηό όηη f(1)=2.                             (μον.4) 

 

Σηε ζπλέρεηα γηα 
1

f (x) x
x

    

Γ4.Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f θαη λα ιύζεηε ηελ εμίζωζε:  

      2 2f (x x 1) f (x x 1) 4                                                           (μον.6)                        

Γ5.Να βξείηε ην όξην:
2x

x
lim

f (x) f (x )



 
.                                          (μον.5) 



 

                                                                                      

                                                                                               Είμαζηε ηυχεροί που είμαζηε δάζκαλοι  

 

www.efklidis.edu.gr                                                    3                     Τρίκαλα ηηλ.-fax(24310-36733) 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γίλεηαη ε παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f : (0, ) R   γηα ηελ νπνία  

ηζρύεη όηη:
x

2 1
lim x f 1 f 1 1

x x

    
       

    
. 

Γ1.Να δείμεηε όηη f (1) 1  .                                                                 (μον.6) 

Γ2.Θεωξνύκε επί πιένλ ηε ζπλάξηεζε g πνπ νξίδεηαη απ’ ηελ  

      ηζόηεηα xg(x) f (e ) 1, x R    . 

      Να απνδείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην A(1,f (1))   

      εθάπηεηαη ηεο gC  ζην B(0,g(0)) .                                                 (μον.4) 

Σηε ζπλέρεηα, αλ είλαη γλωζηό όηη 2g(x) x x   

  

Γ3. Να δείμεηε όηη ν ηύπνο ηεο f είλαη 2f (x) ln x ln x 1,x 0      

       θαη λα βξείηε ην όξην:
x

f (x)
lim

xf (x) 
.                                              (μον.4) 

Γ4.Να ιύζεηε ηελ εμίζωζε: x 2xf (e ) e  .                                         (μον.5) 

 

Γ5.Αλ   θαη   g(α)<g(γ)<g(β)    λα δείμεηε όηη ππάξρεη   

     ( , ) ώζηε g (μ)=0   .                                                                 (μον.6)                                                                    

  
 

 

 

 

ΚΑΛΗ  ΔΠΙΤΥΦΙΑ 
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Απανηήζεις (Δνδεικηικές) 

ΘΔΜΑ A 

 

Α1, Α2 Θεωξία 

Α3. 1Σ,  2Σ,  3Σ,   4Λ,   5Λ,   6Σ,   7Λ,   8Λ,   9Λ,   10Λ. 

 

ΘΔΜΑ Β 

 

Β1.Η  h είλαη ζπλερήο ωο πνιπωλπκηθή θαη h(0) 85,   h(1) 589   . 

      Σύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη έλαο ηνπιάρηζηνλ (0,1) ,  

      άξα α>0, ώζηε h( ) 0  . 

      Τν α είλαη κνλαδηθό γηαηί ε h έρεη 2h (x) 2016x 2 0    ,είλαη   

      επνκέλωο γλεζίωο αύμνπζα. 

 

Β2. 

     1.Καη’ αξράο είλαη F (x) (h(f (x)) h (f (x) f (x)      . 

        Αθνύ ε επζεία y x   εθάπηεηαη ηεο fC  ζην ζεκείν A(0,f (0))   

        ζα είλαη f (0) 1 θαη f(0)=α  . 

        Η εθαπηνκέλε ηεο FC   ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε x 0  έρεη εμίζωζε    

        ε: y h(f (0)) h (f (0)) f (0) (x 0)       δει.   

        ε: 2y h( ) (2016 2) x       δει. ε: 2y (2016 2) x      

  

     2.Αθνύ ( ) ( )  ,έρνπλ, θαη’ αξράο, ίδην ζπληειεζηή δηεύζπλζεο     

        δει. 2 2 1
2016 2 506  θαη αθνύ  α>0

4
      είλαη 

1

2
  ,ηηκή 

        γηα ηελ νπνία είλαη πξάγκαηη ( ) ( )  . 

 

 

Β3.Απινπνηώ ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο. Δρω: 

      
3 2

1
h(x) 85 1 672x 2x 1 672x 2 x

1x xx x x

x

  


  

      (1) 
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      Δίλαη: 

1
y

x

x y 0

1
yxlim lim 1

1 y

x





 




   

 

   Δπίζεο: 

   ●Αλ: 

2 2

2 2x x

2 2

x x

2 2

x x

672x 2 672x
2 lim lim 672

x x

672x 2 672x
2 lim lim 0

x x

672x 2 672x
2 lim lim 0

x x

 

  

  


    


    


    

   

 

Αξα 
x

h(x) 85 1
lim

xx

 
 

 
=

672,  αλ λ=2

     0,    λ>2   

,    2





    

  

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1.Γηαθξίλω ηηο πεξηπηώζεηο: 

●Αλ 
( )0 x 1 xy 1 f (x) f (y)

0 xy 1 0 0
0 y 1 xy x y

   
      

  
  f (0,1]    

●Αλ 
( )x 1 xy 1 f (x) f (y)

xy 1 0 0 f  [1,+ )
y 1 xy x y

  
        

 
  

 

Γ2.Δίλαη:
2

2 2x y x y

f (x) f (y) xy 1 y 1 1
lim lim 1 , y 0

x y xy y y 

  
     


, 

      άξα 
2

1
f (x) 1 ,x 0

x
      

 

Γ3.Δίλαη: 
f (1) 2 c 0

2

1 1
f (x) 1 f (x) x c

xx

  

       
1

f (x) x
x

  ,x>0 
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Γ4.Ιζρύεη 
1

x 2, x 0
x

     γηαηί ηζνδύλακα είλαη    

     2 2 2x 1 2x x 2x 1 0 (x 1) 0          ,πνπ ηζρύεη, κε ην = λα  

     ηζρύεη γηα x=1.Τν ζύλνιν ηηκώλ ινηπόλ ηεο f είλαη f (A) [2, )  . 

    Η εμίζωζε 2 2f (x x 1) f (x x 1) 4       είλαη θαιά νξηζκέλε   

   2 2x R,  αθνύ x x 1 0  θαη  x x 1 0         . 

    Δπεηδή ην ειάρηζην ηεο f είλαη ην 2 ζα είλαη:       

    

2 2 2

2 2 2

f (x x 1) 2 f (1) x x 1 1 x x 0

f (x x 1) 2 f (1) x x 1 1 x x 0

        
  

        
x 0  

Γ5.Δρνπκε:
2x

x
lim

f (x) f (x )



 
=   

   
2x x x x2

2 2

x
x x 1 xxlim lim lim lim

1 1 1 1 x1 x1 x x x
x xx x

   

  
   

     
      

 

 

    =0 0   0  

     

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1.Η παξάζηαζε  
2 1

x f 1 f 1
x x

    
      

    
 γξάθεηαη:        

    
   

1
y

x

2 1
f 1 f 1

f 1 2y f 1 y2 1 x x
x f 1 f 1

1x x y

x


   
                

         
    

 

     
       f 1 2y f (1) f (1) f 1 y f 1 2y f (1) f (1 y) f 1

2
y 2y y

        
   

     άξα      

   
x

2 1
lim x f 1 f 1

x x

    
       

     y 0
lim


   f 1 2y f (1) f (1 y) f 1
2

2y y

    
 

 
= 

 
    =2f (1) f (1)   f (1)  θαη ιόγω ηεο ππόζεζεο f (1) =1. 
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Γ2.Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην Α(1,f(1)) έρεη εμίζωζε: 

     y f (1) f (1)(x 1)   . f : y x f (1) 1      

     Η εθαπηνκέλε ηεο gC  ζην Β(0.g(0)) έρεη εμίζωζε: 

     y g(0) g (0)(x 0)    g : y x f (1) 1    , γηαηί απ’ ηελ   

     x x xg(x) f (e ) 1, x R g (x) f (e ) e g (0) f (1) 1              θαη 

      g(0) f (1) 1  . 

Γ3.Δρνπκε:

xe y 0
x 2 2

x ln y
f (e ) 1 x x f (y) 1 ln y ln y

 


          

     2f (y) ln y ln y 1, y 0      άξα 2f (x) ln x lnx 1,x 0     

      θαη 
1 1 2ln x 1

f (x) 2ln x
x x x


      νπόηε  

      
x

f (x)
lim

xf (x) 
=

2 2 ln x u

x x

ln x ln x 1 ln x ln x 1
lim lim

1 1 2ln x 1
x (2ln x )

x x



 

   
 


  

 

     =
2

u

u u 1
lim

2u 1

 




2

u u

u u
lim lim

2u 2 
    

Γ4.Η εμίζωζε x 2xf (e ) e   έρεη πξνθαλή ξίδα ην 0  θαη γξάθεηαη:  

     2x x x

x

2x 1
e 2x 1 e e 2x 1 0

e

  
          

      Η ζπλάξηεζε  xg(x) e 2x 1    είλαη γλεζίωο θζίλνπζα άξα ε 

      ξίδα  x=0  είλαη κνλαδηθή 

 

Γ5.Γηα ηελ g ηζρύνπλ: 

      ●είλαη ζπλερήο ζηα [α,β] θαη [β,γ] 

      ●είλαη παξαγωγίζηκε ζηα (α,β) θαη (β,γ) 

      Σύκθωλα κε ην ζεώξεκα κέζεο ηηκήο ππάξρνπλ 1 2( , ),μ ( , ) :         

      1 2

g( ) g( ) g( ) g( )
g ( ) >0 θαη g (μ ) 0

     
    

  
. 

      Γηα ηελ g  ηζρύνπλ: 

      ●είλαη ζπλερήο ζην 1 2[ , ]     

      ● 1 2g ( ) g ( ) 0        

        θαη ζύκθωλα κε ην ζ.Bolzano ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλαο   

        1 2μ (μ , ) : g ( ) 0    . 


