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ΘΔΜΑ  A: 

  

Α1. Έζηω δύν ζπλαξηήζεηο f , g κε πεδίν νξηζκνύ Α, Β  

       αληίζηνηρα. Τη νλνκάδνπκε ζύλζεζε ηεο f κε ηελ g;                   (4μον.) 

  

A2. Να απνδείμεηε όηη ην όξην  
0x x

lim P x


κηαο πνιπωλπκηθήο 

      ζπλάξηεζεο ηζνύηαη κε  0P x  .                                                   (3μον.) 

 

A3. Να δηαηππώζεηε θαη λα απνδείμεηε ην Θεώξεκα ηωλ  

      Δλδηάκεζωλ Τηκώλ.                                                                      (8μον.) 

 

A4. Να ραξαθηεξίζεηε κε Σωζηό (Σ) ή Λάζνο (Λ) ηηο πξνηάζεηο : 

       α. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη 1-1, νη ζπλαξηήζεηο g, h έρνπλ 

          πεδίν νξηζκνύ ην   θαη ηζρύεη      f g x f h x  γηα 

          θάζε x  , ηόηε νη ζπλαξηήζεηο g, h είλαη ίζεο.                     Σ     Λ 

      β. Η ζπλάξηεζε  
1

f x
x

   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην 

         ζύλνιν    ,0 0,    .                                                         Σ     Λ 

     γ. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην Γ κε  

          f x 0   γηα θάζε x  , ηόηε ε ζπλάξηεζε 2f   είλαη 

         γλεζίωο αύμνπζα ζην Γ.                                                             Σ     Λ 

     δ. Αλ   x1
0 f x e

x

     γηα θάζε x , ηόηε ην 

          
x
lim f x 0


  .                                                                             Σ     Λ 

     ε. Αλ νη ζπλαξηήζεηο f , g δελ είλαη ζπλερείο ζην ζεκείν  

         xo ηνπ θνηλνύ πεδίνπ νξηζκνύ ηνπο, ηόηε ε ζπλάξηεζε 

         f+g δελ είλαη ζπλερήο ζην xo .                                                     Σ     Λ 

                                                                                                  (5x2=10μον.)  
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ΘΔMA Β 

 

 Έζηω ε ζπλάξηεζε      x xf x ln 1 e ln 1 e     . 

 

Β1. Να απνδείμεηε όηη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη 

       ην  ,0    .                                                                           (5μον.) 

 

Β2. Να απνδείμεηε όηη  f x 0  γηα θάζε x  .                             (5μον.) 

 

Β3. Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα γηα θάζε x .       (5μον.) 

 

Β4. Να βξείηε ηελ αληίζηξνθε ηεο f.                                                  (5μον.) 

 

Β5. Να βξείηε ην όξην 
 

 

3 2

2x

f 1 x x 6
lim

f 3 x x 2

  
 

  
  θαη ην όξην 

         
1f x f x

x
lim e e




    .                                                                 (5μον.) 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1.Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 3 2f (x) x x x,  α 0       γηα ηελ νπνία   

      ηζρύνπλ:
3x 0 x x 1

f (x) f (x) f (x)
lim 2,    lim =1  θαη  lim 1

x x 1x x 1  
  

 
 . 

 

      1.Να βξείηε ηνπο αξηζκνύο  α, β, γ.                                              (μον.4) 

 

      2.Γηα 1,  3 θαη γ=2      λα βξείηε ηα όξηα: 

         α) 
x

1
lim f (x) 1

f (x)

 
   
 

 . 

         β)  2

x

1 1
lim 1 f (x)

f (x) f (x)
    . 

         γ) 
2x 0

f (x) f (x 1)
lim

x

 
.                                                          (μον.3x3=9) 
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Γ2. Γίλεηαη ε ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζπλάξηεζε  

      f : (0,2) R ,γηα ηελ νπνία  ηζρύνπλ:   

      
x 2 x 0

3 1
lim(x 2) f (x)    θαη   limx f (x)

2 2 
       . 

       1.Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο  

          h(x) f (x) ln x 1,  x (0,2)    .                                                (μον.4) 

       2.Να απνδείμεηε όηη ε επζεία y=x ηέκλεη ηε γξαθηθή 

          παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 1 f (x)g(x) e   αθξηβώο ζε έλα 

          ζεκείν κε ηεηκεκέλε ox (0,2) .                                              (μον.4) 

       3. Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη αθξηβώο έλαο (1, 2)   

           ηέηνηνο ώζηε: 
 f(1) 2f 2

f ( )
3


  .                                       (μον.4)                                

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γίλεηαη  ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f : R R  γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ: 

        •
x 0

f (x) 1
lim 1

x


         • 2f (x) 1 2xf (x),   γηα θάζε x R . 

Γ1. Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f.                                                             (μον.7) 

Γ2. Aλ 2f (x) 1 x x   , , R   θαη  θ+ι=1   λα απνδείμεηε όηη       

     
x
lim f (x) 2

x 1 x 2

  
   

  
.                                                      (μον.5) 

Γ3.Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε 
f (x) x 1 2xf (x)

0
x x

 
 

 
 έρεη  

     ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην (α,β).                                                     (μον.6) 

 

Γ4.Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε g(x) f (x) x  . 

     1.Να κειεηήζεηε ηε κνλνηνλία ηεο g θαη λα βξείηε ην ζύλνιν  

        ηηκώλ ηεο.                                                                                    (μον.4) 

     2.Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε x R  ηζρύεη g(g(x) 2 .           (μον.3) 

                              

 

ΚΑΛΗ     ΔΠΙΤΥΦΙΑ 
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Απανηήζεις ( Δνδεικηικές) 

ΘΔΜΑ Α: 

 

Α1.  Θεωξία        

Α2.  Θεωξία 

Α3.  Θεωξία 

Α4. α. Σ        β. Λ          γ. Λ        δ. Σ        ε. Λ 

 
 

ΘΔΜΑ Β: 

 

Β1. Γηα λα νξίδεηαη ε f πξέπεη: 

      
x x1 e 0 e 1 x 0        θαη  

      
x1 e 0    πνπ ηζρύεη. Οπόηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη  ,0   . 

 

B2. Η f κεηαζρεκαηίδεηαη θαη γίλεηαη  
x

x

1 e
f x ln

1 e

 
  

 
  θαη είλαη 

      
x

x

1 e
1

1 e





  εθόζνλ 

x x1 e 1 e    , νπόηε 
x

x

1 e
ln 0

1 e

 
 

 
, x 0   , 

      δειαδή  f x 0  . 

 

Β3. Έζηω 1 2x ,x   κε 1 2x x  . Τόηε: 

      

     

x

1 2 1 2 1 2

1 2

e ln x
x x x x x x

1 2

x x

x x e e e e 1 e 1 e

ln 1 e ln 1 e

           

    1

 

 
 

      Οκνίωο,  

     
   

     

x

1 2 1 2 1 2

1 2

e ln x
x x x x x x

1 2

x x

x x e e 1 e 1 e ln 1 e ln 1 e

ln 1 e ln 1 e

           

      2

 

    

      Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο (1), (2) πξνθύπηεη    1 2f x f x  . 

      Γειαδή ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα. 
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Β4. Δθόζνλ ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα , ζα είλαη 1-1 δειαδή  

      αληηζηξέθεηαη. Γηα ηελ αληίζηξνθε ιύλνπκε ηελ εμίζωζε 

      f x y  ωο πξνο x. 

      Δίλαη: 

     

   

 

x x
y x x y

x x

x y y x y x x y x y y

y y
x

y y

1 e 1 e
f x y ln y e 1 e 1 e e

1 e 1 e

1 e e e e e e e 1 e e 1 e 1 e

1 e 1 e
e x ln .

1 e 1 e

  
          

  

           

  
    

  

      

    Όπνπ πξέπεη x<0, δειαδή 
y y

y y

1 e 1 e
ln 0 1

1 e 1 e

  
   

  
 πνπ ηζρύεη θαη 

    
y

y y

y

1 e
0 1 e 0 e 1 y 0

1 e


       


 . 

    Δπνκέλωο ε αληίζηξνθε ηεο f είλαη ε  
x

1

x

1 e
f x ln

1 e

  
  

 
 κε πεδίν 

    νξηζκνύ ην  ,0    . 

 

 

Β5. Δίλαη 
 

 

 

 

 

 

3 2 3

2 2x x x

f 1 x x 6 f 1 x f 1
lim lim lim x

f 3 x x 2 f 3 x f 3  

    
     

    
 

      γηαηί από ην Β2 γλωξίδνπκε όηη  f x 0  , x 0  , άξα 
 

 

f 1
0

f 3





. 

 

      Δπίζεο,         
    

1f x f x f x f x1f x f x
x x
lim e e lim e e 0




 

     . 
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ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. 

1.Δίλαη 2 2

x 0 x 0

f (x) f (x)
x x   θαη lim 2 lim( x x ) 2

x x 
              

   άξα 2  . 

   Δίλαη 
3 2 3 2

3 3 3x

f (x) x x 2x x x 2x
 θαη lim 1

x x 1 x x 1 x x 1

     
  

     
   

  
3

3x

x
lim 1

x


  1  . 

   Δίλαη 3 2f (x) x x 2x    κε 
x 1
limf (x) 3


  .Δπεηδή  
x 1

f (x)
lim 1

x 1
 


 

  ζα είλαη θαη’ αξράο  3   .Τόηε έρνπκε:    

  
3 2 2

x 1 x 1 x 1

f (x) x 3x 2x x(x 3x 2)
lim lim lim

x 1 x 1 x 1  

   
  

   x 1

x(x 1)(x 2)
lim

x 1

 



   

    
x 1
limx(x 2) 1


   . 

Αξα 3   . 

 

2.  

α)Δίλαη:    

    

1
u

f (x)

x x u 0

1
1

1 u 1f (x)
lim f (x) 1 lim lim

1f (x) u

f (x)



  

 
   
      
 

0 . 

β)Δίλαη:   

    2

x

1 1
lim 1 f (x)

f (x) f (x)
    =

2

x

1 1
lim f (x)

f (x) f (x)
    

   =
x

1

f (x) f (x)
lim 0 1

1f (x)

f (x)






    0  γηαηί: 
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f (x) u

x u

f (x) u
lim lim 0

f (x) u



 

 
  θαη 

1
u

f (x)

x u 0

1

uf (x)
lim lim 1

1 u

f (x)



 




  . 

 

γ)Δίλαη 
2x 0

f (x) f (x 1)
lim

x

 
=

x 0

f (x) f (x 1)
lim 2 ( 1)

x x


     2   γηαηί  

   

   
x 1 u

x 0 u 1

f (x 1) f (u)
lim lim 1.

x u 1

 

 


  


 

 

 

Γ2. 

1. Θέηω 
(x)

(x) (x 2) f (x) νπόηε γηα x 2 είλαη f(x)=
x 2


     


  

    
x 2
limf (x)



x 2

lim


(x)

x 2




 =

x 2

lim


1
(x)

x 2
 



3
( ) ( )

2
     . 

 

   Θέηω t(x) x f (x)   νπόηε γηα     

   
x 0 x 0 x 0

t(x) t(x) 1
x 0 είλαη  f(x)= limf (x) lim lim t(x)

x x x   

           

   =
1

( ) ( )
2

     .   

   Η h είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην (0,2) ωο πξάμεηο ζπλερώλ  

   θαη γλεζίωο απμνπζώλ ζπλαξηήζεωλ. ΄Δρεη επνκέλωο ζύλνιν ηηκώλ 

   ην 
x 0 x 2

h((0,2)) ( lim h(x), lim h(x))
  

  ( , )  . 

 

2. Αξθεί λα δείμνπκε όηη ε εμίζωζε 1 f (x) 1 f (x)e x ln(e ) ln x      

    1 f (x) ln x   f (x) ln x 1 0 h(x) 0     , έρεη κνλαδηθή ξίδα 

    ζην (0,2). 

    Απηό ζπκβαίλεη γηαηί ε h έρεη ζύλνιν ηηκώλ πνπ πεξηέρεη ην 0 θαη είλαη   

    γλεζίωο αύμνπζα. 
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3.Δρνπκε:  

  
( )f

(2)

1 1 2 f (1) f (1) f ( 2) f (1) f (1) f ( 2)

1 2 2 f (1) f ( 2) f ( 2) 2f (1) 2f ( 2) 2f ( 2)





     
  

     
  

 

  
:(3) f (1) 2f ( 2)

3f (1) f (1) 2f ( 2) 3f ( 2) f (1) f ( 2)
3


      . 

  Σύκθωλα κε ην Θεώξεκα ελδηάκεζωλ ηηκώλ ππάξρεη (1, 2) (0,2)    

  ώζηε f ( ) 
f (1) 2f ( 2)

3


. 

  Δπεηδή ε f είλαη γλεζίωο κνλόηνλε, ην α είλαη κνλαδηθό.  

 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1.Απ΄ηελ ηζόηεηα 2f (x) 1 2xf (x),   πξνθύπηεη: 

     2 2 2 2 2f (x) 2xf (x) x x 1 (f (x) x) x 1         . 

     Δπεηδή ην 2x 1 >0, δει. δελ κεδελίδεηαη  θαη ε 2(f (x) x) δελ    

     κεδελίδεηαη, άξα νύηε ε f (x) x .Eπεηδή είλαη θαη ζπλερήο ζα  

     δηαηεξεί πξόζεκν. Θα είλαη ινηπόλ    

     2 2f (x) x x 1  ή  f (x) x x 1       ,  δει. 

     2 2f (x) x x 1  ή  f (x) x x 1      , κε x 0  . 

     Μαο ιείπεη ην f (0).  

     Ξέξνπκε όηη 
x 0

f (x) 1
lim 1

x


 . 

     Θέηνπκε 
f (x) 1

g(x) νπόηε f(x)=x g(x)+1
x


   θαη επεηδή ε f είλαη  

     ζπλερήο ζα ηζρύεη 
x 0 x 0

f (0) limf (x) lim
 

  ( x g(x)+1 )=1. 

     Ο ηύπνο ινηπόλ ηεο f είλαη  2f (x) x x 1   ,x R   
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Γ2.Δίλαη: 
x x
lim f (x) lim

x 1 x 2 x 1 x 2 

      
       

      
( 2x x 1  )= 

     
2x

1
lim x 1 1

x 1 x 2 x

   
      

    
 

     
2x

x x 1
lim 1 1

x 1 x 2 x

     
      

    
  =( ) 2 1 2      2  

 

Γ3.Η εμίζωζε 
f (x) x 1 2xf (x)

0
x x

 
 

 
  (1)   ηζνδύλακα γξάθεηαη: 

     (x )(f(x) x) (x )(1 2xf(x))     =0  (2) 

      Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε h(x) (x )(f(x) x) (x )(1 2xf(x))         

       h είλαη ζπλερήο ζην [α,β]  ωο πξάμεηο ζπλερώλ. 

      h( ) ( )(f ( ) ) 0       

      2h( ) ( )(1 2 f( )) ( )f ( ) 0           

      Σύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα 

      ηεο h ζην (α,β). 

      Η εμίζωζε (2) ινηπόλ ,άξα θαη ε (1),έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα  

      ζην (α,β). 

     

Γ4.α)  

     ΄Δρνπκε: 2g(x) f (x) x 1 x    . 

      •Αλ 1 2x ,x ( ,0)   θαη 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2x x x x 1 x 1 x         

       2 2
1 21 x 1 x    1 2g(x ) g(x ) , άξα ε g είλαη γλεζίωο  

        θζίλνπζα ζην ( ,0) .       

      •Αλ 1 2x ,x (0, )   θαη  2 2 2 2
1 2 1 2 1 2x x x x 1 x 1 x         

       2 2
1 21 x 1 x    1 2g(x ) g(x )   , άξα ε g είλαη γλεζίωο  

        αύμνπζα ζην (0, ) . 

        Η g είλαη ζπλερήο θαη έρεη ειάρηζηε ηηκή ην 1,γηα x=0. 

        Αξα έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην g(R) [1, )  . 

 

     β) 
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     Δίλαη g(x) 1 θαη g ζην[0,+ ) άξα g(g(x)) g(1) g(g(x)) 2       


