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ΘΔΜΑ Α 

 

Α1.Εζηω f κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα Δ. Αλ F κηα   

      παξάγνπζα ηεο f ζην Δ, ηόηε:  

     ●όιεο νη ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο  G(x) F(x) c,  c R    είλαη 

        παξάγνπζεο ηεο f ζην Δ θαη 

     ●θάζε άιιε παξάγνπζα G ηεο f ζην Δ παίξλεη ηε κνξθή  

        G(x) F(x) c  .                                                                        (μον.10) 

 

Α2. Δώζηε ηνλ νξηζκό ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο.                   (μον.5) 

 

Α3.Να εμεγήζεηε αλ είλαη ζωζηέο ή ιάζνο νη πξνηάζεηο. 

       

      1.Αλ 1 2 3F ,  F ,  F  είλαη ηξείο παξάγνπζεο ηεο f  ηόηε νη γξαθηθέο  

        ηνπο  παξαζηάζεηο έρνπλ παξάιιειεο εθαπηόκελεο ζε θάζε  

        ζεκείν ηνπο κε ηεηκεκέλε 0x .   

                                                                               

     2.Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην R θαη δελ είλαη 1-1 

       ηόηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  ηέκλεη ηνλ x 'x  ηνπιάρηζηνλ  

       ζ’ έλα ζεκείν.                                                                                        

 

     3.Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην [α,β] θαη f (x)dx 0



 , ηόηε 

       f (x)dx f (x)dx κε γ ( , )
 

 
     .    

                                                   

    4.Αλ f (x)dx 0



  θαη ε f δελ είλαη παληνύ κεδέλ ζην [α, β], ηόηε 

       ε f  παίξλεη δύν, ηνπιάρηζηνλ, εηεξόζεκεο ηηκέο.  

 

    5.Η ζπλάξηεζε 
1

f (x)
4 x




 , x 4  έρεη αξρηθέο ηηο  

      F(x) ln(4 x) c   .                                                                    (μον.10)                                                                         
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ΘΔΜΑ Β 

 

 Δίλεηαη παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f : R R  , γηα ηελ νπνία ηζρύεη 

   2f '(x) f (x) (x 4) 2xf (x)    , γηα θάζε x R  θαη ηεο νπνίαο ε  

 γξαθηθή παξάζηαζε έρεη ζην ζεκείν Α(0,f(0)) εθαπηνκέλε θάζεηε  

 ζηελ επζεία 
1

: y x 4
4

      

 

Β1. Να δείμεηε όηη x 2f (x) e (x 4)                                                    (μον.8) 

 

Β2. Να απνδείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ζην Α δελ κπνξεί λα έρεη  

       δύν θνηλά ζεκεία κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f                     (μον.7) 

 

Β3. Έζηω ε ζπλάξηεζε F,  αξρηθή ηεο f. 

       Να βξείηε ην όξην 
2tt

F (t)
lim

e


                                                       (μον.4) 

Β4. Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από  

       ηελ Cf  ,ηνλ άμνλα x΄x θαη ηηο επζείεο x=0 θαη x=1                     (μον.6) 

 

 

 ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1.α) Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f(x)=
x

x

e x

e x




                          (μον.4) 

      β) Να δείμεηε όηη:
x

1

x

e x e 1
dx

e 1e x





 



                                         (μον.7) 

 

Γ2. α)Να βξείηε ζπλερή ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία  

          ηζρύεη: 
1

0

1
f(x)(x f(x))dx=

12
                                                    (μον.8) 

      β)Αλ 
1

f (x) x
2

   βξείηε ην όξην:

x

0

4x

2f (x) (t t)dt
lim

x

  
         (μον.6)  
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ΘΔΜΑ Γ    

  

Οη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη παξαγωγίζηκεο ζην R, ε f  είλαη γλεζίωο 

αύμνπζα θαη ε g είλαη γλεζίωο θζίλνπζα θαη 
2 2

0 0
f (t)dt g(t)dt  . 

Αλ γηα θάζε 2x R  ηζρύεη  F(x) F(0)+G(2 x) G(2) x 2x      , 

όπνπ F, G αξρηθέο ηωλ f, g αληίζηνηρα λα απνδεηρζεί όηη: 

 

Γ1.νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ f θαη g ηέκλνληαη ζε κνλαδηθό 

      ζεκείν κε ηεηκεκέλε πνπ βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα (0,2).            (μον.5) 

 

Γ2.είλαη f (0) f (2) g(0) g(2)   .                                                      (μον.5) 

 

Γ3.ππάξρεη 1x (0,2)  έηζη ώζηε 1 1f (x ) g(2 x )  .                           (μον.5) 

 

Γ4.ππάξρεη 2x (0,2)  έηζη ώζηε 2 2f (x ) g (2 x ) 2    .                  (μον.5) 

 

Γ5.Αλ f (x) g(2 x) h(x) 0    , h ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην [0,2] 

      λα απνδείμεηε όηη  
2

0
h(x)dx 0 .                                                 (μον.5)                                                 

 

 

 

 

 

 

ΚΑΛΗ   ΕΠΙΤΥΦΙΑ 
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Απανηήζεις (ενδεικηικές) 

ΘΔΜΑ Α 

 

Α1, Α2 Θεωξία 

Α3. 

1.Σωζηό γηαηί: 1 o 2 o 3 o 0F (x ) F (x ) F (x ) f(x )      

  

2.Σωζηό γηαηί:  

   Αθνύ ε f  δελ είλαη 1-1, ππάξρνπλ 1 2x x  ώζηε  1 2f (x ) f (x )    

    θαη από ζ.Rolle ππάξρεη 1 2(x ,x ) ώζηε f  (μ)=0   

3.Σωζηό γηαηί: f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx 0
    

    
           

 

4.Σωζηό γηαηί: 

   Αλ ε f δελ είρε δύν ηνπιάρηζηνλ εηεξόζεκεο ηηκέο ζα ήηαλ f(x)>0  

   ή f(x)<0  ζην [α, β] νπόηε ζα ίζρπε θαη f (x) 0  ή  f (x) 0  
 

 
   . 

5.Λάζνο γηαηί: 

   Αλ 
(4 x) 1

F(x) ln(4 x) c  ηόηε F (x) f (x)
4 x 4 x


      

 
  

 

ΘΔΜΑ Β 

 

Β1.Ερνπκε όηη: 2[f (x) f (x)](x 4) 2xf (x)      (1)    

      
2 2f (x)(x 4) f (x)(x 4) 2xf (x)        

      2 2f (x)(x 4) 2xf (x) f (x)(x 4)       

      

2 2:(x 4)
2 2 2f (x)(x 4) (x 4) f (x) f (x)(x 4)



         

      
x

2 2 2

f (x) f (x) f (x)
c e

x 4 x 4 x 4

 
         

2 xf (x) c(x 4)e   (2) 

      Επεηδή ε εθαπηνκέλε ηεο f  C  A(0,f(0))  είλαη θάζεηε ζηελ  

      
1

: y x 4
4

     ζα έρεη ζπληειεζηή f (0) 4    

      Η (1) γηα x 0 [4 f(0)] 4 0 f (0) 4         

      Απ’ ηελ (2) γηα x 0 4 c 4 c 1      .  Αξα x 2f (x) e (x 4)   
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Β2.Η  f  έρεη x 2 x 2f (x) e (x 2x 4) θαη f  (x)=e (x 4x 6) 0, x R           

      άξα είλαη θπξηή. Η εθαπηνκέλε ηεο ινηπόλ ζην A(0,f (0))  δελ έρεη   

      άιιν θνηλό ζεκείν κε ηελ fC  παξά κόλν ην ζεκείν επαθήο.  

 

Β3.Ερνπκε:

( )

t 2 2 ( )

2t 2t 2t tx x x x LH

F (t) f (t) e (t 4) t 4
lim lim lim lim

e e e e





   

  
        

     =

( )

( )

t tx LH x

2t 2
lim lim

e e





 
  0 . 

 

Β4.Είλαη:
1 1 1x 2 x 2 x 2

0 0 0
E e (x 4)dx e (x 4)dx (e ) (x 4)dx           

      =
1 1x 2 1 x x

0
0 0

[e (x 4)] 2xe dx 5e 4 2x(e ) dx         

      =
1x 1 x

0
0

5e 4 [2xe ] 2e dx 5e 4 2e 2(e 1)          5e 6 . 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. 

α)Οη ζπλαξηήζεηο xe  θαη  x  είλαη βαζηθέο (γλωζηέο) ζπλαξηήζεηο θαη   

    από ηηο γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο είλαη θαλεξό όηη xe x, x R   . 

    Αξα fA R  . 

β).Ερνπκε: 
x x

x x 2

e x 2e (1 x)
f (x) ...

e x (e x)

  
    

  
 κε ξίδα x 1   θαη απ’ ηνλ 

     πίλαθα: 

x            1                 

f        +            
 f                   

    έρνπκε όηη ε f έρεη νιηθό κέγηζην ην Μ=
e 1

f (1)
e 1





 . 

    Είλαη ινηπόλ      

   
x x

1 1 1

x x

e 1 e 1 e 1 e 1
f (x) f (1) dx dx dx

e 1 e 1e 1 e 1

  

  

   
    

  
   . 
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Γ2.  

α) Ερνπκε: 
1 1 2

0 0

1 1
f (x)(x f (x))dx [x f (x) f (x)]dx

12 12
         

    
2 2

1 2

0

x x x 1
[f (x) 2f (x) ]dx

2 4 4 12
          

    
1 12 2

0 0

x 1 1
[f (x) ] dx x dx

2 4 12
         

      

1
3

1 2

0
0

x 1 x 1
[f (x) ] dx

2 4 3 12

 
     

 


1 2

0

x
[f (x) ] dx

2
 =0 άξα θαη  

     2x
[f (x) ] 0

2
  

1
f (x) x

2
 . 

 

 

β)Ερνπκε:

xx x

00 0

4 4 4

1
2 x (t t)dt2f (x) (t t)dt x (t t)dt

2

x x x

       
  

 
 

   = 

x

0

3

(t t)dt

x

 



2 2

x
0

3 3

t x
[ t] x 1

2 2

x x

  

  νπόηε 

   

2

3 2 3x x

x
x 1

1 1 x 12lim lim ( ) 0 0 0 0
2x xx x x 

 


         0  
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ΘΔΜΑ Γ 
2Ιζρύεη  όηη F(x) F(0)+G(2 x) G(2) x 2x δει.      όηη 

2F(x) F(0)+G(2 x) G(2) x 2x 0        (1) 

 

Επίζεο 
2 2

0 0
f (t)dt g(t)dt   δει. F(2) F(0) G(2) G(0)    (2) 

Γ1.Θεωξώ ηελ (x) F(x) G(x)    

      
.R.

0 0

 ζπλερήο ζην [0,2]

παξαγωγ.ζην (0,2)  η. ε. x (0,2) : (x ) 0

(0) (2) ιόγω(2)




     

 

 0 0f (x ) g(x )  

       Τν 0x  είλαη κνλαδηθό γηαηί ε f g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

Γ2. Θεωξώ ηελ  2H(x)=F(x) F(0)+G(2 x) G(2) x 2x      πνπ έρεη  

      H (x) f (x) g(2 x) 2x 2       (3)  

      Λόγω ηεο (1) ε H έρεη ειάρηζην ζηηο ζέζεηο 0 θαη 2.Σύκθωλα κε ην  

      ζεώξεκα ηνπ Fermat ζα είλαη:    

      H (0) 0 θαη H (2)=0 δει. f(0) g(2)= 2 θαη f(2) g(0) 2       θαη κε  

      πξόζζεζή ηνπο είλαη:    

      f (0) g(0) f (2) g(2) 0     f(0) f(2) g(0) g(2)   . 

 

Γ3.Θεωξώ T(x) f (x) g(2 x)    θαη είλαη: 

    
.B.

1 1

T(0) f(0) g(2) 2
. . x (0,2) : (x ) 0

T(2) f (2) g(0) 2

   
    

  
 

     1 1f (x ) g(2 x )  . 

 

Γ4.Από Θ.Μ.Τ. ζηελ Τ πξνθύπηεη όηη 2 x (0,2) :   

     2

T(2) T(0) 2 ( 2)
T (x ) 2

2 0 2

  
   


   2 2f (x ) g (2 x ) 2     . 

 

Γ5.Ερνπκε όηη  f (x) g(2 x) h(x) 0 f (x) g(2 x) h(x)         (3) 

     Είλαη:
2 x u2 0 2

0 2 0dx du
g(2 x)dx g(u)du g(u)du

 


       θαη ε (3) γίλεηαη 

    
2 2 2

0 0 0
f (x)dx g(x) h(x)dx     0 , αθνύ  

2 2

0 0
f (t)dt g(t)dt  . 


