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ΘΔΜΑ Α 

 

Α1.Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f (x) x  , α R Z    είλαη    

      παξαγωγίζηκε ζην (0, )  κε παξάγωγν ηελ 1f (x) x    .   (μον.10) 

 

Α2.Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηεο πιάγηαο αζύκπηωηεο ηεο γξαθηθήο   

      παξάζηαζεο ζπλάξηεζεο f, ζην  .                                            (μον.5) 

 

Α3.Να θπθιώζεηε ην Σ ή ην Λ ζηηο πξνηάζεηο: 

 

      1.Αλ f (x) 0   γηα θάζε x ζε δηάζηεκα Γ ηόηε ε f είλαη γλεζίωο 

         κνλόηνλε. 

 

      2.Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην R θαη 

         ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλω , ηόηε θαη’ αλάγθε ζα ηζρύεη 

         f (x) 0,  γηα θάζε x R    . 

 

      3.Τα ηνπηθά αθξόηαηα πνιπωλπκηθήο ζπλάξηεζεο νξηζκέλεο  

         ζην R αλαδεηνύληαη ζηηο ξίδεο ηεο παξαγώγνπ ηεο. 

 

      4.Κάζε πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε βαζκνύ κεγαιύηεξνπ ή ίζνπ  

         ηνπ 2, δελ έρεη αζύκπηωηεο. 

 

      5.Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0x  ηόηε 

         0 0
0

h 0

f (x h) f (x )
lim f (x )

h

 
                                                 (μον.10) 
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ΘΔΜΑ Β 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
ln x

f (x)
x

   

Β1.Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηε κνλνηνλία θαη λα βξείηε ηα  

      ζεκεία θακπήο ηεο fC  .                                                                (μον.5) 

Β2.Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f.                                                 (μον.4) 

B3.Να βξείηε ηηο αζύκπηωηεο ηεο fC .                                                (μον.3) 

Β4.Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε 3f (x) 1  έρεη αθξηβώο δύν ζεηηθέο  

     ξίδεο.                                                                                              (μον.3) 

Β5.Αλ 1 2 1 2x ,  x  (x x )  νη ξίδεο ηεο εμίζωζεο ηνπ εξωηήκαηνο Β4 

      λα δείμεηε όηη ππάξρεη 1 2(x ,x ) :  3f ( ) 3 f ( ) 1      .              (κνλ.5) 

Β6.Να ιύζεηε ζην δηάζηεκα (0, )
2


 ηελ αλίζωζε: 

      x x( x) ( x)    .                                                                (μον.5) 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1.Δζηω κηα ζπλάξηεζε f :[ , ] R    ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην  

     [α, β] θαη παξαγωγίζηκε ζην (α, β).Αλ ε f έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην  

     [1,2] θαη f ( ) 0 , f ( ) 1     , λα δείμεηε όηη: 

     α)ππάξρνπλ 1 2 1 2x ,x ( , ) ώζηε f  (x ) f  (x ) 0                           (μον.4) 

     β)αλ ε f  είλαη ζπλερήο, ε εμίζωζε 2f (x)=(x 1) f (x)    έρεη 

        ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην (α, β).                                                 (μον.5) 

     γ)ππάξρεη ζεκείν Μ(θ,f(θ)) ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε ηεο fC   

         είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία κε εμίζωζε:  

         ε:
1

y x ,  κ R  


.                                                           (μον.4) 

 

Γ2.Η ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην R θαη ηζρύεη   

     3 3 2f (x) f (x) x x x,  x R      .Να απνδείμεηε όηη: 

     α) αλ 23   , ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα.                                   (μον.6) 

     β)αλ α+β=1, ηόηε ππάξρεη (0,1)  ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο  

        fC  ζην Μ(μ,f(μ)) λα είλαη θάζεηε ζηελ επζεία : y x 3    .   (μον.6) 
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ΘΔΜΑ Γ 

 

΄Δζηω f :[0, ) , κία ζπλάξηεζε , ε νπνία είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε    

 κε f (0) f (0)=0  θαη ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε: 
x x x(e x) (f (x)+1)=2e ( x e ) f (x),  x 0           

 

Γ1.Να δείμεηε όηη xf (x) ln(e x)                                                 (μον.7) 

 

Γ2.Να δείμεηε όηη νξίδεηαη ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε θαη λα βξείηε 

      ην πεδίν νξηζκνύ ηεο.                                                                   (μον.5) 

 

Γ3.Να δείμεηε όηη ζην δηάζηεκα  0,
2

 
 
 

 ε fC  έρεη κνλαδηθό  

      ζεκείν θακπήο.                                                                             (μον.6) 

 

Γ4.Αλ F κία παξάγνπζα ηεο f ζην [0, )  λα δείμεηε όηη ε εμίζωζε 

      x x3x 1 1
F(e 2) F F(e 1) F

x x

   
       

   
  

      έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην (0, ) .                                                   (μον.7) 

 

 

 

 

 

 

ΚΑΛΗ  ΔΙΤΥΦΙΑ 
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                              Απανηήζεις (Δνδεικηικές) 

ΘΔΜΑ Α 

 

Α1, Α2.  Θεωξία 

       Α3.  1Σ,   2Λ,  3Σ,   4Σ,   5Σ 

 

ΘΔΜΑ Β 

 

Β1.Η f έρεη πεδίν νξηζκνύ ην A (0, )   θαη παξάγωγν: 

      
2

1 ln x
f (x)

x


   κε ξίδα x e   θαη    

      

2
2 2

4 4

1
x 2x(1 ln x)

(1 ln x) x (1 ln x) (x ) xf (x)
x x

        
    = 

      
4 3

x 2x 2x ln x 2ln x 3

x x

   
    κε ξίδα 

3
32x e e e e    . 

     Τν πξόζεκν ηεο f  ,ηεο f  ,ε κνλνηνλία, ε θακππιόηεηα θαη ηα ζεκεία     

      θακπήο ηεο f θαίλνληαη ζηνλ πίλαθα: 

       

x 
0          1A            e         2A                

3

2e           3A             

 f               +                                 

f                                             + 

f                                                   0     

                                        η.κ.                           ζ.θ. 

Β2.Δίλαη:
x 0 x 0 x 0

ln x 1
lim f (x) lim lim ( ln x) ( )( )

x x    

         

      θαη 

( )

x x LH x x

ln x (ln x) 1
lim f (x) lim lim lim ( ) 0

x (x) x





   


   


. 

      Η f είλαη ζπλερήο θαη ζύκθωλα κε ηνλ πίλαθα ηνπ Β1, έρεη ζύλνιν   

      ηηκώλ ην 1 2 3f (A) f (A ) f (A ) f(A )      

      = 

3 3

2 2

xx 0

( lim f (x),f (e)] [f (e ),f (e)] [f (e ), lim f (x))
 

    

     
1 3 1 3 1

( , ] [ , ] [ ,0) ( , ]
e e e2e e 2e e

      . 
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Β3.●Αθνύ 
x 0

lim f (x) 0,  ε x=0 (o y y)


  είλαη θαηαθόξπθε αζύκπηωηε. 

      ●Αθνύ 
x
lim f (x) 0,ε y=0(o x x)


 είλαη νξηδόληηα αζύκπηωηε ζην   

 

Β4.Η εμίζωζε 3f (x) 1  ηζνδύλακα γξάθεηαη 
1

f (x)
3

 . 

      ●Τν 1 1 1 1

1 1
f (A ) άξα x A  ώζηε f(x )

3 3
     , κνλαδηθό αθνύ ε f είλαη 

         γλεζίωο αύμνπζα ζην 1A . 

      ●Τν 2 2 2 2

1 1
f (A ) άξα x A  ώζηε f(x )

3 3
    , κνλαδηθό αθνύ ε f είλαη 

         γλεζίωο θζίλνπζα ζην 2A . 

      ●Τν 3

1
f (A ) 

3
 , άξα ε εμίζωζε δελ έρεη ξίδα ζην 3 . 

       Η εμίζωζε 3f (x) 1  ινηπόλ έρεη αθξηβώο δύν ζεηηθέο ξίδεο 1 2x x  . 

 

Β5.Θεωξώ ηε ζπλάξηεζε h(x) 3xf (x) x x(f (x) 1)      

      

1 2
.R.

1 2 1 2

1 2

 h είλαη ζπλερήο ζην [x ,x ]

 h είλαη παξαγωγίζηκε ζην (x ,x ) (x ,x ) : h ( ) 0

h(x ) h(x )




    



 

 

      δει. 3f ( ) 3 f ( ) 1      .  

 

Β6.Η αλίζωζε γξάθεηαη:   

     x x( x) ( x)    x xln( x) ln( x)         

      
ln( x) ln( x)

x ln( x) x ln( x)
x x

 
         

 
 

      
f x

f ( x) f ( x) x x 1 x 1
x

 
          


  

      άξα x
4 2

 
   . 
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ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1.α)Η f έρεη ειάρηζην 1m f (x )  θαη κέγηζην 2M f (x ) . 

         Αθνύ f ( ) 0 θαη f(β)=1   νη ζέζεηο ειάρηζηνπ ( 1x )  θαη κέγηζηνπ( 2x )   

         είλαη εζωηεξηθά ζεκεία ηνπ [α, β].Σύκθωλα ινηπόλ κε ην ζεώξεκα    

         ηνπ  Fermat είλαη 1 2f (x ) 0 θαη f  (x ) 0   . 

     β)Η εμίζωζε 2f (x) (x 1)f (x)    γξάθεηαη 2f (x) (x 1)f (x) 0    . 

         Θεωξώ ηε ζπλάξηεζε 2g(x) f (x) (x 1)f (x)   . 

 

         

1 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2

 g είλαη ζπλερήο ζην [x ,x ]

g(x ) f (x ) (x 1)f (x ) 0 (x 1)( 1) x 1 0

g(x ) f (x ) (x 1)f (x ) 0 (x 1) 2 2(x 1) 0



         

          

 
. . 

   

         

         ππάξρεη 2
1 2(x ,x ) ώζηε g(μ)=0 δει. f  (μ)=(μ 1) f ( )    . 

 

     γ) 
. . .H f  είλαη ζπλερήο ζην [α,β]

( , )
H f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην (α,β)

 

      ώζηε 

          
f ( ) f ( ) 1 0 1

f ( ) 

   
      

  
  

          Αξα ε εθαπηνκέλε ηεο f  C  Μ(θ,f(θ))  είλαη παξάιιειε ζηελ ε. 

 

 

Γ2.α)Απ’ ηελ ηζόηεηα 3 3 2f (x) f (x) x x x,  x R      , κε    

         παξαγώγηζε ηωλ κειώλ ηεο έρνπκε: 

         2 23f (x) f (x) f (x) 3x 2 x         

         
2

2 2

2

3x 2 x
[3f (x) 1] f (x) 3x 2 x f (x)

3f (x) 1

  
       


>0 

         γηαηί ην ηξηώλπκν ηνπ αξηζκεηή έρεη 2 24 12 4( 3 ) 0          . 

         Αξα ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 
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     β)Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην Μ έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο f ( )  . 

        Γηα λα είλαη θάζεηε ζηελ : y x 3     πξέπεη  f ( ) ( 1) 1        

          

        f ( ) 1 f ( ) 1 0       . 

 

        Θεωξώ ηελ h(x) f (x) x  . 

 

        
.R

H h είλαη ζπλερήο ζην [0,1]

H h είλαη παξαγωγίζηκε ζην [0,1]
(0,1) : h ( ) 0

h(0) f (0) 0 0

h(1) 1 f (1) 1 1 1 0



  
  

     

  f ( ) 1     

      (Δίλαη 
Hor.

3 3f (1) f (1) 1 f (1) f (1) 2 0 f (1) 1         ) 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1.Η ηζόηεηα  x x x(e x) (f (x)+1)=2e ( x e ) f (x),  x 0          

     γξάθεηαη: x x x x(e x) f (x)+(e x)=2e ( x e ) f (x)          

     x x x x(e x) f (x)+(e x)=2e (e x) f (x)          

     x x x(f (x)) (e x) f (x)(e x) =e x         

     x x[f (x)(e x)] =(e x)     x xf (x)(e x)=e x     (1) 

      Δπεηδή 
(1)

f (0) f (0) 0 0     άξα x xf (x)(e x)=e x      

     
x

x x

x

e x
f (x) 0   (e x,e x)

e x


       



x

x

(e x)
f (x)

e x

 
 


     

     xf (x) [ln(e x)]     xf(x) ln(e x)      (2). 

      Δπεηδή 
(2)

f (0) 0 0    , άξα xf(x) ln(e x)  . 

 

Γ2.Από ην Γ1 εξώηεκα είλαη 
x

x

e x
f (x) 0

e x


  


 (ην = ηζρύεη γηα x=0) 

     άξα ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην Α=[0 ) .Δπνκέλωο θαη 11 άξα 

     αληηζηξέθεηαη. Η 1f   έρεη πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f . 

 



 

                                                                                      

                                                                                               Είμαζηε ηυχεροί που είμαζηε δάζκαλοι  

 

www.efklidis.edu.gr                                                    8                     Τρίκαλα ηηλ.-fax(24310-36733) 

 

     Δίλαη 0f (0) ln(e 0) ln1 0     

     Δπίζεο .

xe x y
x

x x x
lim f (x) lim [ln(e x)] lim (ln y)

 

  
     . 

  

     ( y    γηαηί: 1 x 1 1 x 1          

     
. .

x x xe 1 e x e 1
 

      x

x
lim (e x)


  ) 

 

     Αξα  1f x
A f (A) [f (0), lim f (x)) [0, )


     . 

 

Γ3.Απ’ ηελ 
x

x

e x
f (x)

e x


  


 

     
x x x x

x 2

(e x)(e x) (e x)(e x)
f (x)

(e x)

    
  


 

      
2x 2 2x x 2 x

x 2 x 2

e x e 2e x x 2e x 1

(e x) (e x)

      


 
 . 

     Δζηω xg(x) 2e x 1,  x (0, )
2


     νπόηε   

     x x xg (x) 2e x 2e x 2e ( x x)         κε ξίδα x
4


  . 

     Σρεκαηίδω ηνλ πίλαθα κεηαβνιώλ: 

 

x   
0            1A             

4


              2          

2


   

g                  +                   

g 1                                      1   

    g(0) 1 0                g( ) 0
4


          g( ) 1 0

2


     

 Η g, άξα θαη ε f  , έρεη κόλν κία ξίδα ζην (0, )
2


 θη απηή ζην ( , )

4 2

 
2   

  εθαηέξωζελ ηεο νπνίαο αιιάδεη πξόζεκν, άξα ε fC  έρεη κόλν έλα ζεκείν    

  θακπήο ζην  (0, )
2


. 
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Γ4.Η δνζείζα εμίζωζε γξάθεηαη: 

       x x 1 1
F((e 1) 3) F e 1 F 3 F

x x

   
         

   
    (1). 

      Θεωξώ ηελ G(x) F(x 3) F(x)     (2)  θαη ε (1) γξάθεηαη: 

      x 1
G(e 1) G

x

 
   

 
    (3). 

      Από ηελ (2) έρνπκε:G (x) F (x 3) F (x) f (x 3) f (x) 0           

      γηαηί x 3 x   θαη ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην [0, ) . 

      Η G ινηπόλ είλαη γλεζίωο αύμνπζα άξα θαη 1  

 

      Απ’ ηελ (3) ηζνδύλακα έρνπκε: x x1 1
e 1 e 1 0

x x
       (4). 

      Θα δείμω όηη ε (4) έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην 1A (0, )  . 

      Θεωξώ ηελ x 1
w(x) e 1,x 0

x
    .  

      ΄Δρεη x

2

1
w (x) e 0

x
     

      άξα ε w είλαη γλεζίωο αύμνπζα κε ζύλνιν ηηκώλ: 

 

      1
xx 0

w(A ) ( lim w(x), lim w(x)) ( , ) R
 

      ζην νπνίν  

      πεξηέρεηαη ην 0. 

 

      Η w ινηπόλ , άξα θαη ε εμίζωζε (4) έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην (0, )   


