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ΘΔΜΑ Α 

 

A1.Να δηαηππώζεηε ην ζεώξεκα ηωλ ελδηάκεζωλ ηηκώλ θαη λα  

      δώζεηε κηα ζρεκαηηθή εξκελεία.                                                  (μον.5) 

 

Α2.Να βξείηε ηελ παξάγωγν ηεο ζπλάξηεζεο f (x) x                 (μον.10) 

 

Α3.Να θπθιώζεηε ην Σ ή ην Λ ζηηο πξνηάζεηο: 

      1.Αλ xf (x) ln x  θαη  g(x)=e  ηόηε (f g)(x) x,  x R.             Σ    Λ 

      2.
x

1
lim (x ) 1

x
                                                                           Σ    Λ 

      3.Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην [ 1,1] θαη f( 1)=4, f (1) 3    ηόηε 

         ππάξρεη o ox ( 1,1) ώ  f(x )     .                                            Σ    Λ 

      4.Η 
2

1
g(x)

x 1



 έρεη δύν ζεκεία αζπλέρεηαο.                              Σ    Λ 

      5.Αλ νη f θαη g είλαη ζπλερείο ζην ox  ηόηε θαη ε g f  είλαη  

         ζπλερήο ζην ox .                                                                           Σ    Λ 

      6.Η ζπλάξηεζε 3f (x) x x 1    έρεη κία ηνπιάρηζηνλ  

         πξαγκαηηθή ξίδα.                                                                          Σ    Λ 

 

      7.f (3) (f (3))  .                                                                              Σ    Λ 

      8.
2h 0

1 1
1x h xlim

h x


   .                                                                   Σ    Λ 

 

      9. 3x 3x(5 ) 5 ln125    .                                                                      Σ    Λ 

 

      10.Η έβδνκε παξάγωγνο ηεο ζπλάξηεζεο 2 3f (x) (x 1)    

           είλαη ίζε κε 0.                                                                             Σ    Λ 

                                                                                                          (μον.10) 
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ΘΔΜΑ Β 

 

Εζηω ζπλάξηεζε f : R R  γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 

 
3 xf (x) 5f (x) e 1 0,  γηα θάζε x R.      

  

Β1.Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα.                                   (μον.7) 

 

Β2.Να βξείηε ηηο ξίδεο θαη ην πξόζεκν ηεο f.                                    (μον.6) 

 

Β3.Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε g γηα ηελ νπνία ηζρύεη:  

 

      f (g(ln x) 2) f(x lnx 3)     γηα θάζε x>0.                                  (μον.6)  

 

B4.Να ιύζεηε ηελ εμίζωζε: x x x xf (2 ) f (3 ) f (e ) f ( ).                    (μον.6)  

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε 5 3f (x) x x   . 

Γ1. Να δείμεηε όηη ππάξρεη ε 1f  , λα βξείηε ηε κνλνηνλία ηεο,  

      ηηο ξίδεο  θαη ην πξόζεκό ηεο.                                                      (μον.4) 

Γ2.Να ιύζεηε ηελ εμίζωζε:
1

3

2

f (x)
x 0

1 x



 


 .                                    (μον.4) 

Γ3.Να δείμεηε όηη ε 1f   δελ είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0.                    (μον.4) 

 

Γ4.Να βξείηε ηελ εθαπηνκέλε ηεο  1f
C   ζην 2.                                 (μον.4) 

 

Γ5.Να ππνινγίζεηε ηα όξηα: 

      
1 1

1 1x 0 x

x f (x) x f (x) x
K lim   θαη Λ= lim

x f (x) x x f (x)

 

  

  


   
 .                     (μον.6) 

 

Γ6.Να δείμεηε όηη ππάξρεη αθξηβώο έλα ox (0,1)    

     1
oώζηε f (1 f (x )) 0   .                                                                 (μον.3) 
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ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. 

      Εζηω f :[0, ) R   κηα ζπλερήο θαη γλεζίωο κνλόηνλε  

      ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία  ηζρύεη  2 xx 1 f (x) e ,  x>0     . 

     1.Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f.                                              (μον.3) 

  

     2.Να δείμεηε όηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ox (0,1)  ώζηε: 

       
o o

1 1
1

f (x ) x 1
 


 .                                                                       (μον.3) 

 

     3.Να βξείηε ηα α, β  ώζηε  f ( ) f( ) 2                                         (μον.3) 

 

 

Γ2.Εζηω ε ζπλερήο ζην R ζπλάξηεζε κε ηελ ηδηόηεηα 

      2 4 2f (x) 2f (x) x x x 1, x R         θαη f 3
2

 
 

 
. 

      1.Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f.                                                           (μον.4) 

 

      2.Να ππνινγίζεηε ην 
x

f (x)
lim

x
 .                                                 (μον.4) 

 

Γ3.Η ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην [α, β]  κε f (x) 0 . Αλ θ, ι 

      ζεηηθνί αξηζκνί κε θ+ι=1 λα δείμεηε όηη: 

 

      1.γηα θάζε , [ , ],  ηζρύεη f(γ) f(δ)>0     .                                  (μον.4) 

 

      2.ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ [ , ] ώζηε f(μ)=θf(α)+ιf(β).        (μον.4) 

 

 

 

ΚΑΛΗ ΔΠΙΤΥΦΙΑ 
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                                  Απαντήσεις(Ελδεηθηηθέο)               

ΘΔΜΑ Α 

Α1, Α2, Θεωξία. 

Α3.  1Σ,   2Σ,   3Σ,   4Λ,   5Λ,   6Σ,   7Λ,   8Σ,   9Σ,   10Σ  

 

ΘΔΜΑ Β 

 

Β1. Ερνπκε όηη: 3 x 3 xf (x) 5f (x) e 1 0 f (x) 5f (x) 1 e         (1) 

       Θεωξνύκε ηελ 3h(x) x 5x 1    ε νπνία είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

       Εζηω 1 2

(1) f
x x

1 2 1 2 1 2x x e e h(f (x )) h(f (x )) f (x ) f (x )


         

       άξα ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

 

Β2. Η (1) γηα 3 2x 0 f (0) 5f (0) 0 f (0) (f (0) 5) 0 f (0) 0            

       θαη ιόγω ηεο κνλνηνλίαο ηεο f , ην 0 είλαη κνλαδηθή ξίδα. 

       Γηα ην πξόζεκν ηεο f έρνπκε:  

       ●
f

x 0 f (x) f (0) 0   


  

       ●
f

x 0 f (x) f (0) 0   


 

 

Β3. Απ’ ηελ f (g(ln x) 2) f(x lnx 3)      

       
ln x yf1 1

g(ln x) 2 x lnx 3 g(ln x) x lnx 1


             

       yg(y) e y 1,  y R     . Αξα xg(x) e x 1,  x R    . 

 

Β4. Η εμίζωζε x x x xf (2 ) f (3 ) f (e ) f ( )      (1) έρεη πξνθαλή ξίδα ην 0. 

       ΄Εζηω έρεη θη’ άιιε ξίδα   ξ. 

       ●Αλ 0    ηόηε: 

       
( )f2 e f (2 ) f (e )

3 f (3 ) f ( )

    

   

   
  

     

f (2 ) f (3 ) f (e ) f ( )       , άηνπν. 

    ●Αλ 0    ηόηε:   

      
( )f2 e f (2 ) f (e )

3 f (3 ) f ( )

    

   

   
  

     

f (2 ) f (3 ) f (e ) f ( )       ,άηνπν. 

       Άξα ην 0 είλαη κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζωζεο. 
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ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. 
●Η f έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Α=R θαη αλ 

5 5 ( )
1 2

1 2 1 23 3
1 2

x x
x x f (x ) f (x ) f

x x

 
    



  νπόηε είλαη θαη 1-1 αξα 

αληηζηξέθεηαη.  

Η 1f   έρεη πεδίν νξηζκνύ ην 

1f x x
A f (A) ( lim f (x), lim f (x)) ( , )

 
     = fA    

 

●Αλ 1

f
1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2f
y ,y A  κε y y f (f (y )) f (f (y )) f (y ) f (y )


           

άξα ε 1f   είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

 

●΄Είλαη  1f (0) 0 0 f (0)    άξα ε 1f   έρεη ,ιόγω θαη ηεο κνλνηνλίαο, 

κνλαδηθή ξίδα ην 0. 

 

●Γηα ην πξόζεκν ηεο 1f   έρνπκε: 

Αλ 

1f
1 1x 0 f (x) f (0) 0

 
      

Αλ 

1f
1 1x 0 f (x) f (0) 0

 
     . 

 

 

Γ2.  

Η εμίζωζε   
1

3

2

f (x)
x 0

1 x



 


 ηζνδύλακα γξάθεηαη:                   

f
5 3 1 1 5 3x x f (x) f (x) f (x) f (x) x x x x


             

5 3x x x 0     4 2 4 2x(x x 1) 0 x 0 ή x x 1  ή           x = 0   

2 21 5 1 5
x  δεθηή ε x

2 2

   
  

-1+ 5
  x = ±

2
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Γ3. 

΄Εζηω όηη ε 1f   είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0. 

Ιζρύεη όηη 1 1 1 1f(f (x)) x άξα [f(f (x))] (x) f  (f (x)) (f ) (x) 1             

θαη γηα x=0 είλαη 
1 1 1 1f  (f (0)) (f ) (0) 1 f (0) (f ) (0) 1 0 (f ) (0) 1               0 1  ! 

΄Αξα ε  1f   δελ είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0. 

 

Γ4. 

Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην ζεκείν Μ(1,2) έρεη  εμίζωζε 

y f (1) f (1)(x 1)    δει. y 2 8(x 1) y 8x 6      . 

Οη 1f f
C  θαη  C   είλαη ζπκκεηξηθέο ωο πξνο ηελ y=x. H εθαπηνκέλε ινηπόλ 

ηεο  1f
C   ζην ζεκείν ηεο Ν(2,1) είλαη ζπκκεηξηθή ηεο y 8x 6   ωο πξνο 

ηελ y=x. Ερεη επνκέλωο εμίζωζε x 8y 6 x 8y 6 0       

 

Γ5.  

Είλαη: 
1 x f (y)

1x 0 y 0 y 0

x f (x) x f (y) y f(y) y 1 0 1
K lim lim lim 1

f (y)f (y) y f (y) 0 1x f (x) x y
f (y)

 

  

     
     

      

1 5 3 5x f (y)

1 5 3 5x y y y

f (x) x y f (y) y y y y
θαη Λ= lim lim lim lim 1

f (y) yx f (x) y y y y

 

   

    
    

  

 

Γ6. 

Η εμίζωζε 1f (1 f (x)) 0    ηζνδύλακα γξάθεηαη 
1f

1 1

1 1
f (1 f (x)) f (0) 1 f (x) 0 f (x) 1 0 


          

Θεωξώ ηε ζπλάξηεζε 5 3h(x) f (x) 1 x x 1       

Είλαη ζπλερήο ζην [0,1] ωο πνιπωλπκηθή θαη h(0) 1,  h(1) 1   . 

Σύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη ox (0,1)  ώζηε oh(x ) 0   

δει. 
1

of (1 f (x )) 0   . 

Επεηδή ε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην (0,1) ην ox  είλαη κνλαδηθό. 
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ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. 

1. ΄Ερνπκε όηη: 2 xx 1 f (x) e ,  x>0     (1) 

Απ’ ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη 
xx 0

lim f (x) 1 θαη lim f (x)
 

     

Απ’ ηελ (1) έρνπκε όηη  2 f (1) e    

Επεηδή ε f είλαη ζπλερήο είλαη f(0)=
x 0

lim f (x) 1 


 , άξα  f(0)<f(1). 

Επεηδή ε f είλαη γλεζίωο κνλόηνλε θαη f(0)<f(1) είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

Η f  ινηπόλ είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην [0, )  έρεη επνκέλωο 

ζύλνιν ηηκώλ ην 
x

f ([0, )) [f (0), lim f (x)) [1, )


    . 

 

2. Θεωξώ ηελ 
1 1

g(x) 1
f (x) x 1

  


  

Είλαη ζπλερήο ζην [0,1] ωο πξάμεηο ζπλερώλ. 

Είλαη :
1 1 1 1 1

g(0) +1 1=1 θαη g(1)= 1 0
f (0) f (1) 2 f (1) 2

        γηαηί 

2 f (1) e   άξα  
1 1 1

e f (1) 2
  .  

Σύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

o ox (0,1) : g(x ) 0   δει. 
o o

1 1
1

f (x ) x 1
 


. 

 

3. Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο f είλαη ην [1, ) . ΄Αξα f ( ) 1    f ( ) 1       

Αιιά f(α)+f(β)=2 νπόηε f ( ) 1 f (0),  f( ) 1 f (0)     
f

1 1
  α=β=0. 

 

 

Γ2. 

1. 2 4 2f (x) 2f (x) x x x 1        
2 2 4 2f (x) 2f (x) x x x 2 x 1          

2 2 2(f (x) x) ( x 1)     (1).  

Η  2x 1   δελ κεδελίδεηαη άξα νύηε ε f (x) x  ε νπνία είλαη θαη 

ζπλερήο. 
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 ΄Αξα δηαηεξεί πξόζεκν, επνκέλωο είλαη: 

 

f (x) x = 2x 1    ή  f (x) x = 2x 1   δει. 

 

f (x)= 2x x 1     ή  f (x)= 2x x 1   . 

Επεηδή  f 3
2

 
 

 
 δεθηή ιύζε είλαη  ε f (x)= 2x x 1    

 

2. Ερνπκε:
2 2

x x x

f (x) x x 1 x x 1
lim lim lim

x x x x x  

     
     

 
  

0 0 0 0    . 

(Είλαη 
2 2. .

2

x

x 1 x
0 x 1 0 lim 0

x x x

 



 
        .) 

 

Γ3. 

1. Η ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην [α, β]  κε f (x) 0  άξα δηαηεξεί    

πξόζεκν. ΄Εηζη νη ηηκέο ηεο f ( ),  f( )   είλαη νκόζεκνη αξηζκνί , άξα  

ηζρύεη   f(γ) f(δ)>0 . 

 

2. Επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην [α, β] έρεη κέγηζηε (Μ) θαη ειάρηζηε (m) 

ηηκή. Θα ηζρύεη ινηπόλ: 

m f ( ) M m f ( ) M

m f ( ) M m f ( ) M

            
  

            
 

  

( )m f ( ) f ( ) ( )M         
f ( ) f ( )

m M
      

  


 

m f ( ) f ( )       .  

 

Αξα ππάξρεη [ , ] ώ  f(μ)=θf(α)+ιf(β)    . 


