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ΘΔΜΑ A 

  

Α1. Να δηαηππώζεηε ην Κξηηήξην Παξεκβνιήο γηα ην όξην 

       ζπλάξηεζεο ζην 
0x .                                                                    (μον.5)  

 

Α2. Να δείμεηε όηη :    
0

0
x x
lim P x P x


 .                                              (μον.6) 

 

Α3. Να δείμεηε όηη: 
 

 

 

 0

0

x x
0

P x P x
lim

Q x Q x
 .                                            (μον.4) 

 

Α4. Να θπθιώζεηε ην (Σ) ή ην (Λ) ζηηο πξνηάζεηο: 

 

       1. Αλ  
0x x

lim f x ,  


     ηόηε  
0x x

lim f x  ή -


    .                    Σ      Λ 

       2. 
x 0

1
lim x 1

x

 
  

 
. Σ      Λ 

       3. Αλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη    A 2,7 8  , ηόηε έρεη  

          λόεκα ε αλαδήηεζε ηνπ  
x 8
limf x


.                                            Σ      Λ 

       4. Αλ      g x f x h x   θνληά ζην 0x  θαη  

            
0

1
x x
lim g x


  ,  
0

2
x x
lim h x


  , ηόηε  
0

1 2
x x
lim f x


   .           Σ      Λ 

       5. Αλ  
 

 0x x

f x
lim

g x
    θαη  

0x x
lim g x 0


 , ηόηε  

           
0x x

lim f x 0


 .                                                                            Σ      Λ 

       6. Αλ 
 

 0x x

f x
lim

g x
   θαη   

0

*

x x
lim f x


   , ηόηε 

           
0x x

lim g x 0


 .                                                                            Σ      Λ 

       7. Αλ ην 
0

3

2x x

x x
lim

x 2x




 δελ ππάξρεη, ηόηε 0x 2 .   Σ      Λ 
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       8. 

3 2 3 2

2x

x x 1 x x
lim 0

x

   
 .   Σ      Λ 

       9. Αλ ππάξρεη ην     
x 5
lim f x g x


  ηόηε είλαη ίζν κε  

             f 5 g 5 .   Σ      Λ 

       10. Τν  3

x 0
lim ln x x 1


  
 

 είλαη θαιά νξηζκέλν.   Σ      Λ 

                                                                                                          (μον.10) 
        

 

ΘΔΜΑ Β 

 

Β1. Βξείηε ην όξην: 
x 1

x

2lim
1 x





                                                         (μον.5) 

 

Β2. Βξείηε ην όξην:
2 2y x

(2y 2x)
lim ,y x 0

8y 8x

 
  


                               (μον.5) 

 

Β3. Αλ 3 2f (x) x x 2x, R     ,βξείηε ην όξην: 

       
x

f (x) f ( )
lim

x

 


                                                                            (μον.5) 

 

Β4. Να βξείηε ηα α θαη β ώζηε λα ππάξρεη ην όξην ηεο ζπλάξηεζεο 

       ζην 0x 2  . 

       f(x)=
2

2

3

x x
,x 2

3x 6

5               ,x 2

x 4
     ,x 2

x 8

   








 
 

                                                             (μον.5) 

       

Β5. Γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ κ λα βξείηε ην όξην: 

       2

x
lim ( x 3x 2 x)


                                                                 (μον.5)   
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ΘΔΜΑ Γ  

Γ1. Βξείηε ην όξην:

2

x 4

x x x 4 3x
lim

x 4

   


                                      (μον.3) 

Γ2. Αλ
3f (x) x 3x 2 θαη g(x)= (x ) f (x)      , βξείηε ηνπο R   

       ώζηε λα ππάξρεη ην όξην 
x

g(x) g( )
lim

x

 


                                   (μον.5) 

Γ3. Αλ x 2x 3x, x θνληά ζην 0       , λα  

      απνδείμεηε όηη: 2 3                                                               (μον.5) 

Γ4. 1.Να απνδείμεηε όηη: 2

x
lim ( x k x) 0,k N*


                       (μον.4)  

      2. Βξείηε ηα όξηα: 

          α. 2 2 2

x
lim ( x 1 x 2 ... x 100 100x)


                          (μον.4) 

 

          β. 2 2 2 100

x
lim ( ln x 1 ln x 2 ... ln x 100 ln x )


           (μον.4) 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. Εζηω ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζην R θαη γηα θάζε x ζην R  

       ηζρύεη: x x f (x) x x       

 

       1.Να δείμεηε όηη: 
x 0
limf (x) 0


                                                      (μον.3) 

       2.Βξείηε ην όξην:
x 0

x f (x) 2x
lim

x 4 2

  

 
                                          (μον.5) 

       3.Να απνδείμεηε όηη ε 
f (x)

g(x)
x




 δελ έρεη όξην ζην 0.             (μον.7) 

Γ2. Εζηω ζπλάξηεζε f  γηα ηελ νπνία  ηζρύεη 

      3f (x) 2f (x) 3 4x,  x R       

 

      1.Να απνδείμεηε όηη: 
x 0
limf (x) 0


                                                 (μον.6) 

2.Yπνινγίζηε ην όξην: 
x 0

f (x)
lim

x
                                                         (μον.4) 

ΚΑΛΗ ΔΠΙΤΥΦΙΑ 
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                               Απανηήζεις ( ενδεικηικές) 

ΘΔΜΑ A 

 

Α1 , Α2 , Α3 Θεωξία 

Α4. 1Λ,   2Λ,   3Λ,   4Λ,   5Σ,   6Σ,   7Σ,   8Σ,   9Λ,   10Λ 

 

 

ΘΔΜΑ Β 

 

Β1.Είλαη: 
1 x y

x 1 y 0 y 0

x (1 y) y
( )

2 2 2 2lim lim lim
1 x y y

 

  

    
   

  


  

      
y 0 y 0

y y
y2 2lim( ) lim( ) 1

yy 2 2 2
y

2

 

 
 

  
     




  

 

Β2.Είλαη:    

     
y x
lim


[
2 2 y x

(2y 2x) (2y 2x) 1 1 1
[lim ] 1

2y 2x 2(2y 2x) 2 4x 8x8y 8x 

   
    

  
  

 

Β3. Είλαη: 

       =
3 2 3 3

x x

f (x) f ( ) x x 2x 2
lim lim

x x 

       
 

 
  

       =
2 2

x

(x )(x x ) (x )(x ) 2(x )
lim

x

       



  

       = 2 2 2 2

x
lim(x x x 2) 5 2


          

 

Β4. Γηα λα ππάξρεη ην όξην ηεο f ζην 0x 2  πξέπεη  

       
x 2 x 2

lim f (x) lim f (x).
  

  Είλαη : 

        • 
2

3 2
x 2 x 2 x 2

x 4 (x 2)(x 2) 4 1
lim f (x) lim lim

12 3x 8 (x 2)(x 2x 4)    

  
   

   
 

        •
2

x 2 x 2

x x 4 2
lim f (x) lim

3x 6 0  

    
 


 θαη επεηδή ην όξην 
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        είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο πξέπεη θαη’ αξράο 4 2 0    

        δει 2 4    (1) 

        Τόηε 
2(1)

x 2 x 2

x x 4 2
lim f (x) lim

3x 6  

   
 


 

        
x 2

(x 2)(x 2) (x 2)
lim

3(x 2)

   
 

 x 2

x 2 4
lim

3 3

   
 

 
 

       Πξέπεη ινηπόλ 
1 4

3
3 3


      θαη από ηελ (1) πξνθύπηεη β=2 . 

 

Β5.Ερνπκε: 2 2

2

3 2
f (x) x 3x 2 x x (1 ) x

x x
           

      
2 2

3 2 3 2
x 1 x x 1 x

x xx x
            

2

3 2
x ( 1 )

x x
     

       νπόηε 
x
lim


 [
2

3 2
x ( 1 )

x x
    ]=( ) ( 1)     

     ●Αλ κ+1>0
x

1  ηόηε lim f (x)


       

     ●Αλ κ+1<0
x

1  ηόηε lim f (x)


     

     ●Αλ κ+1=0 1  ηόηε   έρνπκε απξνζδηνξηζηία ( ) 0   θαη ηελ    

       αληηκεηωπίδνπκε ωο εμήο: 

 

     
2 2

2

2

( x 3x 2 x) ( x 3x 2 x)
f (x) x 3x 2 x

x 3x 2 x

      
     

  
  

      =
2

2 2

2 2
x(3 ) 3

3x 2 x x

3 2 3 2x 3x 2 x x( 1 1) 1 1
x xx x

 


  
        

  

     νπόηε 
x x
lim f (x) lim
 

  

2

2
3

3 0 3x

23 2 1 0 0 1
1 1

x x




 
  

  
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ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. Είλαη  x>4 θαη έρνπκε απξνζδηνξηζηία 
0

0
 . 

      Επεηδή 2 2

x 4
lim(x x) 12 0 είλαη θαη x x 0


       θνληά ζην 4.  

      Ο ηύπνο  ηεο f γξάθεηαη: 
2 2x x x 4 3x x 3x 4

f (x)
x 4 x 4

     
  

 
  

      =
(x 4)(x 1)

x 4 (x 1)
x 4

 
   


 νπόηε

x 4
limf(x) 0


  . 

 

Γ2. Ερνπκε
x x

f ( ) ,  x ι(x )f( )g(x) g( )
lim lim

x x f ( ) ,  x ι



 

      
  

     

  

      θαη γηα λα ππάξρεη ην όξην πξέπεη    

     
3f ( ) f ( ) 2 f ( ) 0 f ( ) 0 3 2 0                  

     2 2( 1)( 2) 0 ( 1) ( 2) 0 1 ή ι= 2                

 

Γ3. Ερνπκε όηη:  x 2x 3x,    x θνληά ζην 0     (1)  
 

      ● Αλ x>0(θνληά ζην 0) ηόηε θαη εκx>0 θαη ε (1) γίλεηαη: 

       
x 2x 3x

2 3
x 2x 3x

  
         

        

        
x 0 x 0

x 2x 3x
lim ( 2 ) lim (3 )

x 2x 3x  

  
          

 
       1 2 1 3 1 2 3            (2)   

 

    ● Αλ x<0(θνληά ζην 0) ηόηε θαη εκx<0 θαη ε (1) γίλεηαη: 

       
x 2x 3x

2 3
x 2x 3x

  
          

         
x 0 x 0

x 2x 3x
lim ( 2 ) lim (3 )

x 2x 3x  

  
       2 3     (3) 

        από (2) θαη (3) είλαη  2 3      

 



 

                                                                                      

                                                                                               Είμαζηε ηυχεροί που είμαζηε δάζκαλοι  
 

7 

www.efklidis.edu.gr                                                                                         Τρίκαλα ηηλ.-fax(24310-36733) 

Γ4.  

1.Είλαη 
2 2

2

2 2

( x k x)( x k x) k
f (x) x k x

x k x x k x

   
    

   
  

   θαη 
x x
lim f (x) lim
 

  
2

k

x k x 
=0 γηαηί 2

x
lim ( x k x)


      

 

2. α)
 

2 2 2ί : f(x) ( x 1 x 2 ... x 100 100x)            

    =( 2x 1
2 2x) ( x 2 x) ... ( x 100 x)         θαη ζύκθωλα κε  

    ην εξώηεκα 1) είλαη 
x
lim f (x) 0


   

 

   β)
2 2 2 100Eί : f(x) ln x 1 ln x 2 ... ln x 100 ln x )          

   =( 2 2 2ln x 1 ln x 2 ... ln x 100 100ln x        

   =
ln x y

2 2 2( ln x 1 ln x) ( ln x 2 ln x) ... ( ln x 100 ln x)


           

   = 2 2 2( y 1 y) ( y 2 y) ... ( y 100 y) g(y)           

 

   Επεηδή 
x y
lim (ln x)  ζα είλαη θαη lim y
 

     νπόηε θαη  

  
x y
lim f (x) lim g(y) 0,
 

   ζύκθωλα κε ην α) εξώηεκα. 

 

 

ΘΔΜΑ Γ  

 

Γ1. 

1. 

Ιζρύεη ε ζρέζε x+ εκx f(x) x +x   (1) 

 

Επεηδή 
x 0 x 0
lim(x x ) 0  θαη  lim( x x) 0
 

     , απ’ ην θξηηήξην   

 παξεκβνιήο πξνθύπηεη όηη θαη 
x 0
limf (x) 0


   
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2.Ερνπκε:     

x f(x) εκ2x (x f(x) εκ2x) ( x+4+2) (x f(x) εκ2x) ( x+4+2)

xx+4 2 ( x+4 2) ( x+4+2)

       
  

  

  =
x f(x) εκ2x εκ2x

( x+4+2) (f(x) 2 ) ( x+4+2)
x 2x

 
     άξα 

  
x 0
lim


x f(x) εκ2x

x+4-2

 
=

x 0
lim


 [
εκ2x

(f(x) 2 ) ( x+4+2)]=
2x

  (0 2) 4 8      

 

3.  

●Αλ x 0 ηόηε θαη x 0    ε (1) γξάθεηαη 
:εκx x f(x) 2x

x+εκx f(x) x+x 1
εκx εκx εκx

       θαη απ’ ην θξηηήξην 

παξεκβνιήο είλαη 
x 0

f (x)
lim 2

x




  

●Αλ x 0  ηόηε  θαη  εκx<0  θαη ε (1)  γξάθεηαη  
:εκx x f(x)

x εκx f(x) x+x 1 0
εκx εκx

         θαη απ’ ην θξηηήξην 

παξεκβνιήο είλαη 
x 0

f (x)
lim 0

x




 

Αθνύ ηα πιεπξηθά όξηα είλαη δηαθνξεηηθά δελ ππάξρεη ην δεηνύκελν  

όξην. 

Γ2.  

 1.Από ηελ ηζόηεηα 3 2f (x) f (x) 3 4x f (x) f (x) 2 3 4x           

   
2

3 4x
f (x)

f (x) 2





 άξα 

2

3 4x
f (x)

f (x) 2


 


2

3 4x
3 4x

f (x) 2


  


 

   
.

3 4x f (x) 3 4x
 

     
x 0
limf (x) 0


  

 2. Σην 1 εξώηεκα είρακε 
2

3 4x
f (x)

f (x) 2





 άξα αλ x 0  είλαη: 

    
2 2

f (x) 3 4x 1 f (x) 4x 1
3 4

x x x 4xf (x) 2 f (x) 2

 
       

 
 

    
x 0 x 0

f (x) 1 f (x)
lim 12 1 lim 6

x 0 2 x 
    


 


