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ΘΔΜΑ  Α  

 

A1.Να απνδείμεηε όηη: 

     αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζ’ έλα δηάζηεκα Δ θαη γηα  

     θάζε  εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ Δ ηζρύεη όηη f (x) 0   ηόηε ε f  

     είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην Δ.                                                       (μον.7) 

 

Α2.Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηνπ ηνπηθνύ θαη ηνπ νιηθνύ κέγηζηνπ  

      κηαο ζπλάξηεζεο f.                                                                       (μον.4) 

 

Α3.Να δηαηππώζεηε ην ζεώξεκα ηνπ Fermat.                                    (μον.4) 

 

Α4. Να θπθιώζεηε ην Σ ή ην Λ ζηηο πξνηάζεηο: 

 

      1.
0 0

0 0

x x x x
0 0

f (x) f (x ) f (x) f (x )
A lim 2 3 θαη lim 1

x x x x  

 
     

 
           

          θαη ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0x , ηόηε 2α-β=4.                       Σ    Λ 

 

      2.Αλ 
x 0 x 0

f (x) f (0)
lim 2,  ηόηε ππάξρεη ην limf (x)

x 


  θαη είλαη  

          ίζν κε f(0).                                                                                   Σ    Λ 

 

     3.Οη εθαπηόκελεο ηωλ γξαθηθώλ παξαζηάζεωλ ηωλ 2f (x) 3x ,    

        2 2g(x) 3x 2 θαη h(x)= 3x 2      ζηα ζεκεία ηνκήο ηνπο  

         κε ηελ επζεία 0x x  είλαη παξάιιειεο.                                      Σ    Λ 

 

     4.Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην  R θαη δελ είλαη  

        1-1, ηόηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  ηέκλεη ηνλ x x  ζ’ έλα 

        ηνπιάρηζηνλ ζεκείν.                                                                      Σ    Λ 
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     5. Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε f ηζρύεη ην Θεώξεκα Rolle ζην [α,β] 

         ηόηε ηζρύεη θαη ην ζπκπέξαζκα ηνπ Θ.Μ.Τ. ζην [α,β].                Σ    Λ  

 

     6.Αλ ε ζπλάξηεζε f : R R  είλαη ζπλερήο ζην R κεf (x) 0     

      
1

2

c ,x 0
 γηα θάζε x 0, ηόηε f (x)

c ,x 0


  


  κε 1 2c c                            Σ    Λ 

    7.Εζηω ζπλάξηεζε f : R R.  f (x) 0  x R θαη ε f         

       είλαη ζπλερήο ζην R , ηόηε ε f είλαη γλεζίωο κνλόηνλε.                Σ    Λ 

      

    8.Εζηω ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f ε νπνία ζηξέθεη ηα θνίια άλω 

       ζην (α,β).Καζώο ην x θηλείηαη από ην α πξνο ην β, ε θιίζε  

       ηεο fC  απμάλεηαη.                                                                          Σ    Λ 

 

   9.Η θαηαθόξπθε αζύκπηωηε κηαο ζπλάξηεζεο f δελ ηέκλεη  

      ηελ fC .                                                                                            Σ    Λ 

 

  10.H επζεία x 1  είλαη θαηαθόξπθε αζύκπηωηε ηεο  

       
2x 1

f (x)
x 1





                                                                                  Σ    Λ                

                                                                                                          (μον.10) 

                                                                                                           

ΘΔΜΑ  Β        
 

  

Β1. Εζηω ε ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην R, 
x 2

f (x)
lim 1

x 2



,    

     2 3 2 3 θαη εκ x x xf (x) x x       

 

     1.Να απνδείμεηε όηη f(0)=0                                                            (μον.3) 

                                                    

    2.Nα απνδείμεηε όηη ε δηρνηόκνο ηωλ γωληώλ ηνπ 1
νπ

 θαη 3
νπ

  

       ηεηαξηεκόξηνπ εθάπηεηαη ζηελ fC  ζην ζεκείν Ο(0,0).              (μον.6) 

                  

    3.Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε g γηα ηελ νπνία είλαη   

      g(x) f (x) x 1 γηα θάζε x R    .Να απνδείμεηε όηη ε Cg  θαη 

      ε εθαπηνκέλε ηεο fC ζην Ο(0,0) έρνπλ ηνπιάρηζηνλ έλα θνηλό  

      ζεκείν κε ηεηκεκέλε  0x (0,2) .                                                 (μον.6)                                                   
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Β2.Εζηω ε ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην [0, )  γηα ηελ νπνία ε  

      f  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην [0, ) . 

 

      1.Να απνδείμεηε όηη:  

        f (x 1) f (x) f (x) f (x) f (x 1),  x 1.                                 (μον.6) 

                   

      2.Αλ 
x x
lim f (x) R λα απνδείμεηε νηη lim f (x) 0.
 

                    (μον.4) 

 

        

 

                                                                      

ΘΔΜΑ  Γ 
 

 

Εζηω ε ζπλάξηεζε 3f : R R κε f (x)+2f(x)=x, x R    

  

Γ1.Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη ζπλερήο ζην R.                                  (μον.5) 

                                                                                                             

Γ2.Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην R.                        (μον.3) 

           

Γ3.Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη ε f  x R   .                                      (μον.3) 

  

Γ4.Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηελ θακππιόηεηα θαη ηα  

      ζεκεία θακπήο.                                                                             (μον.5) 

 

Γ5.Να απνδείμεηε όηη f ( 2016) θαη  f(2016)  εηεξόζεκνη.                (μον.3)   

 

Γ6.Να απνδείμεηε όηη ε f αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε ηελ 1f   .       (μον.3) 

 

Γ7.Αλ 
1

2

f (x)
g(x)

x



  λα βξείηε ηελ αζύκπηωηε ηεο gC  ζην +  .     (μον.3)      
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ΘΔΜΑ  Γ 

 

Γ1.Εζηω ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f:R R  ε νπνία είλαη δύν θνξέο  

     παξαγωγίζηκε θαη γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 
     f (5) f (3) 2f (x) f (1) f (2)  x R          

      Να απνδείμεηε όηη: 

 

     1.f (1) f (2)                                                                                   (μον.4) 

      

     2.Η f  παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην                                                 (μον.4) 

      

     3.Η f  παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην                                               (μον.4)  

     

     4.Η εμίζωζε f (x) 0   έρεη  4  ηνπιάρηζηνλ ξδεο.                         (μον.4)      

 

 

Γ2.Η ζπλάξηεζε f:R R είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε θαη 
      f (x) f (x) x R.      

 

      1.Να απνδείμεηε όηη : f (x) f (x) c x,  c R                               (μον.3)  

        

      2.Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ θ, ι R ώζηε              

         x xf(x)=θ e e                                                                         (μον.3) 

 

      3.Αλ ε f δελ είλαη ζηαζεξή ζπλάξηεζε, λα απνδείμεηε όηη  

         δελ κπνξεί λα παξνπζηάδεη ηνπηθά αθξόηαηα ζε δύν ζέζεηο 

         1 2 1 2x ,  x  κε x x .                                                                      (μον.3)  

 

 

 

 

          

                                         ΚΑΛΗ  ΕΠΙΤΥΦΙΑ 
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                                Απανηήζεις (Δνδεικηικές) 

ΘΔΜΑ  Α 

 

Α1, Α2, Α3    Θεωξία, ζρνιηθό βηβιίν. 

 

Α4. 1Σ ,  2Σ,  3Σ,   4Σ,   5Σ,   6Λ,   7Σ,   8Σ,   9Λ,    10Λ 

 

 

ΘΔΜΑ Β 

 

Β1. Ερνπκε όηη 2 3 2 3 εκ x x xf (x) x x        (1) 

 

       1. 

      Αλ x>0(θνληά ζην 0)
(1)

(:x)
  

2 3 2 3x x x x
f (x)

x x x x

 
       

     
2 2x x

x x f (x) x x
x x

 
       θαη απ’ ην θξηηήξην   

      παξεκβνιήο είλαη 
x 0

lim f (x) 0


 . 

      Οκνηα αλ x<0  βξίζθνπκε 
x 0

lim f (x) 0


  

      Επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζα είλαη θαη f(0)=0  

          

      2. 

      Η (1) 

2 2 2(:x )

2 2

x f (x) x
x x

xx x

 
      θαη ζύκθωλα  

      κε ην θξηηήξην παξεκβνιήο έρνπκε όηη 
x 0

f (x)
f (0) lim 0

x
     

      νπόηε ε εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην Ο(0,0) έρεη εμίζωζε  

      ε: y f (0) f (0)(x 0)    : y x   

 

     3. 

     Θέηνπκε 
f (x)

(x) νπόηε 
x 2

 


  

     
x 2 x 2

f(x)=(x-2) (x),  x 2 θαη limf(x) lim(x-2) (x) 0 1 0
 

        

     Επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζα είλαη θαη f(2)=0 
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   Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε h(x) g(x) x f(x) 2x 1       

   ●Είλαη ζπλερήο ζην [0,2] ωο πξάμεηο ζπλερώλ 

   ●h(0)=1, h(2)=f(2)-3=0-3=-3  

   θαη ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolazno ππάξρεη έλαο ηνπιάρηζηνλ    

  ox (0,2)  ώζηε 0h(x ) 0  πνπ ζεκαίλεη όηη ε gC  θαη ε εθαπηνκέλε ηεο     

  fC  ζην Ο έρνπλ έλα ηνπιάρηζηνλ θνηλό ζεκείν κε ηεηκέλε ox (0,2)   

  

Β2. 

 

     1. 

     ●H f  είλαη ζπλερήο ζηα  [x-1,x] θαη [x,x+1] ωο παξαγωγίζηκε 

     ●Η f είλαη παξαγωγίζηκε ζηα (x-1,x) θαη (x,x+1) 

      Σύκθωλα κε ην Θ.Μ.Τ. ππάξρεη 1 2(x 1,x),  μ (x,x 1)      ώζηε   

      1

f(x) f (x 1)
f ( ) f (x) f (x 1)  θαη

x (x 1)

 
     

 
     

      2

f(x 1) f (x)
f ( ) f (x 1) f (x)

(x 1) x

 
     

 
 

      Είλαη 
f

1 2x


       

     1 2f ( ) f (x) f ( )       f (x) f (x 1)  >f (x) >f (x 1) f (x)   δει.       

     f (x 1) f (x)  <f (x) <f (x) f (x 1)   (1) 

 

 

    2. 

    Ερνπκε: 

    
x 1 y

x y
lim f (x 1) lim f (y) R

 

 
     θαη 

 

    
x 1 y

x y
lim f (x 1) lim f (y) R

 

 
    . 

 

    Απ’ ηελ (1) θαη ζύκθωλα κε ην θ.π. είλαη θαη 
x
lim f (x) 0
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ΘΔΜΑ Γ 

Γ1.Είλαη: 3 3f (x)+2f(x)=x, x R νπόηε f (x )+2f(x )=x      θαη αθαηξώληαο 

      θαηά κέιε έρνπκε: 3 3f (x) f (x )+2[f(x) f(x )]=x x  άξα      

     2 2
o o[f(x) f(x )] [f (x)+f(x) f(x )+f (x )]+2[f(x) f(x )]=x x       θαη  

    2 2
o o[f(x) f(x )] [f (x)+f(x) f(x )+f (x )+2]=x x      

     θαη αθνύ 2 2
o of (x)+f(x) f(x )+f (x ) >0 ζα είλαη: 

     
2 2

o o

x x
f(x) f(x )=

f (x)+f(x) f(x )+f (x )+2








 (1) θαη άξα    

    
2 2

o o

x x
f(x) f(x ) =

f (x)+f(x) f(x )+f (x )+2








  f(x) f(x ) x x       

    
o o ox x x x x x

lim f(x) f(x ) lim x x 0 lim f(x) f(x )  
  

      =0 νπόηε 

    
ox x

lim f(x)=f(x )


 θαη ε f είλαη ζπλερήο.      

Γ2. Απ’ ηελ (1) έρνπκε: 
2 2

o o

f(x) f(x ) 1
=

x x f (x)+f(x) f(x )+f (x )+2







 
θαη 

    
o o

2 2 2x x x x
o o o

f(x) f(x ) 1 1
lim = lim

x x f (x)+f(x) f(x )+f (x )+2 3f (x ) 2



 





  
R   

     Αξα ε f είλαη παξαγωγίζηκε κε 
2

1
f (x) 0

f (x) 2
  


  

 

Γ3.Η f  είλαη παξαγωγίζηκε ωο πειίθν παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ  

     νπόηε 
2 2

6f (x) f (x)
f (x)

[3f (x) 2]

 
 


 . 

Γ4.
3 3Απ' ηελ f (x)+2f(x)=x γηα x=0 έρνπκε f (0)+2f(0)=0   

     2f(0)(f (0)+2)=0 f (0) 0   

      Αλ 
f 0 f

2 2

6f (x) f (x)
f (x) 0 0 f (x) 0 f (0) x 0

[3f (x) 2]

  
        


 θαη  

      όκνηα αλ f (x) 0   x 0   . 

      H f ινηπόλ είλαη θπξηή ζην 

     ( ,0] θαη θνίιε ζην [0,+ )  . 

      Ερεη ζεκείν θακπήο ην (0,0). 

 

   x        -∞                              0                         + ∞ 

f '  
      

f ''  
 

   

 

   

f                                       
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Γ5.Είλαη:
f

2016 0 2016 f ( 2016) f (0) f (2016)


          

     f ( 2016) 0 f (2016)    άξα νη αξηζκνί  f ( 2016) θαη f(2016)   

     είλαη εηεξόζεκνη. 

 

Γ6.Επεηδή ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα είλαη θαη 1-1 άξα αληηζηξέθεηαη. 

     3Σηε ζρέζε  f (x)+2f(x)=x, x R  ζέηνπκε όπνπ x ην 1f (x)  θαη 

      έρνπκε: 1 3 1(x) 1  (f(f (x)) +2f(f )=f (x)    3 1x 2x f (x)   

 

Γ7.Είλαη:
3

2 x x

x 2x 2 2 2
g(x) x g(x) x  θαη lim (g(x) x) lim  0

x x xx  


           

Αξα ε αζύκπηωηε ηεο g ζην   είλαη ε y=x. 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. 

     1.H ζρέζε  f (5) f (3) 2f (x) f (1) f (2)  x R        , γηα    

        x 1 θαη x=2  δίλεη: f (1) f (2) θαη  f (2) f (1) νπόηε        f (1)=f (2)   

 

    2.Απ’ ηελ (1) έρνπκε:   

      2f (x) f (1) f (1) f (2) f (2) f (x) f (1) f (2)               , x R   

      άξα ε f παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ην f (1)=f (2)  ,ζηηο ζέζεηο 1 θαη 2. 

 

   3.Απ’ ηελ (1) έρνπκε:      

     
1

. . .

1
(3,5)

f (5) f (3)
f (x) f ( ), x R

2

 

 


       

      Αθνύ 1 1f (x) f ( ), R, x R          ε f  παξνπζηάδεη νιηθό  

      ειάρηζην ην 1f ( )   ζην 1 .  

 

   4.Λόγω ηνπ ζ. Fermat είλαη 1f (1) f (2) f ( ) 0        

      Αθόκα αθνύ f (1) f (2)   ιόγω ηνπ ζ.Rolle γηα ηελ f  ππάξρεη  

      (1,2) κε  f (μ)=0   

      Η f  ινηπόλ έρεη ηνπιάρηζηνλ 4 ξίδεο. 
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Γ2. 

     1.Ερνπκε:f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x)            

        (f (x) f (x)) f (x) f (x)      xf (x) f (x) c e      

 

    2.Απ’ ηελ xf (x) f (x) c e       

       x x 2x x 2xc
f (x) e f (x) e c e (f (x) e ) ( e )

2
             

       xf (x) e = 2xc
e c

2
  θαη αλ 

c
 θαη c =ι  ηόηε 

2
   x xf(x)=θ e e     

 

   3.Εζηω όηη ε f παξνπζηάδεη δύν ηνπηθά αθξόηαηα ζηηο ζέζεηο 1 2x  θαη x .   

      Σύκθωλα κε ην ζ.Fermat ζα είλαη 1 2f (x ) 0 θαη f (x ) 0    . 

      Απ’ ην (2) είλαη x xf(x)=θ e e    x xf (x) e e      νπόηε 

    
1 1 1

1 2

2 2 2

x x 2x
2x 2x

x x 2x

e e 0 e
  e e

e e 0 e





         
      

        
  

      0    άξα θαη  ι=0.Εηζη f (x) 0  x R    δει. ζηαζεξή, άηνπν. 

       Αξα δελ κπνξεί ε f  λα παξνπζηάδεη αθξόηαηα ζε δύν ζέζεηο. 


