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ΘΔΜΑ  Α  

 

A1.Να δηαηππώζεηε ην θξηηήξην παξεκβνιήο θαη λα δώζεηε ηε  

      γεωκεηξηθή ηνπ εξκελεία                                                             (μον.4) 

 

Α2.Πόηε κηα ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα [α, β];            (μον.3) 

 

Α3.Δζηω κηα ζπλάξηεζε f ε νπνία είλαη νξηζκέλε ζε έλα θιεηζηό   

      δηάζηεκα [α, β].Να απνδείμεηε όηη: 

      Αλ 

      ●ε f είλαη ζπλερήο ζην [α, β] 

      ● f ( ) f ( )     

      ηόηε γηα θάζε αξηζκό ε κεηαμύ ηωλ f ( ) θαη f ( )   ππάξρεη  

      έλαο  ηνπιάρηζηνλ o ox ( , ) ηέηνηνο ώζηε f(x )                       (μον.8) 

 

Α4. Να θπθιώζεηε ην Σ ή ην Λ ζηηο πξνηάζεηο: 

      1.
2 2 2x 0 x 0 x 0 x 0

1 1 1
lim x lim x lim 0 lim 0

x x x x x x   

  
       

    
           Σ    Λ 

      2.Αλ f (x) 1 x R,    θαη ππάξρεη ην 
x 0
limf (x)


 ηόηε θαη’ αλάγθε      

       
x 0

 limf (x) 1


                                                                                    Σ    Λ 

     3.Αλ 2

x 0

0 f (x) 1 θνληά ζην 0, ηόηε lim(x f (x)) 0


                         Σ    Λ 

     4.Αλ 
o o

2

x x x x
limf (x) 0 ηόηε limf (x) 0
 

                                                   Σ    Λ 

     5. Αλ f ζπλερήο R θαη γηα 
2x 7x 12

x 4 ηζρύεη f(x)= ,  
x 4

 



  

        ηόηε f(4)=1                                                                                    Σ    Λ                                                                          

                                                                                                            (μον.5) 
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Α5.Κπθιώζηε ηε ζωζηή απάληεζε: 

      1.Τν 

3 2 3 2

2x

x x 1 x x
lim

x

   
 είλαη ίζν κε: 

          α)              β)             γ) 1              δ) 1            ε) 0 

 

      2.Αλ ην 
o

3 2

3x x

x x 2x
lim

x x

 


 δελ ππάξρεη, ηόηε: 

         α) ox 0         β) ox =2        γ) ox 1         δ) ox 1  

      3.Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο 
2 2

1 1
f (x) 1 θαη g(x)=

(x 2) x 1
 

 
  

         Από ηνπο παξαθάηω ηζρπξηζκνύο ιάζνο είλαη ν: 

         α) ε g είλαη ζπλερήο ζην 2 

         β) ε f είλαη ζπλερήο ζην 1 

         γ) ε g έρεη δύν ζεκεία ζηα νπνία δελ είλαη ζπλερήο 

         δ) 
x
lim f (x) 1


    

 

     4. Πνηά από ηα παξαθάηω όξηα είλαη θαιά νξηζκέλα; 

         α)
20

x 0
lim x x 1


                           β)
20

x 0
lim x x 1


   

         γ)
9

x
lim 3x x 1


                        δ)
9

x
lim 3x x 1


   

         ε)
3

x 0
lim ln(x x 1


                        ζη)
3

x 0
lim ln(x x 1


     

                                                          

     5. Γίλεηαη ζπλάξηεζε f ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα 

         Γ=[0,3], κε f(0)=2, f(1)=1 θαη f(3)=1 

         Πνηνο από ηνπο παξαθάηω ηζρπξηζκνύο δελ πξνθύπηεη θαη’  

         αλάγθε από ηηο ππνζέζεηο; 

         α)Υπάξρεη o ox (0,3) ηέηνηνο ώζηε f(x ) 0    

         β)
x 3

lim f (x) 1


    

         γ)
x 2
limf (x) f (2)


   

         δ) 1,2 f ( )     

         ε)Η κέγηζηε ηηκή ηεο f ζην [0,3] είλαη ην 2 θαη ε  

            ειάρηζηε ην 1                                                                        (μον.5) 
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ΘΔΜΑ  Β        
 

  

Β1.Σην δηπιαλό ζρήκα ην ηξίγωλν ΑΒΓ είλαη  

      νξζνγώλην κε γ=1.Να ππνινγίζεηε ηα όξηα: 

      α)

2

lim( )




      β) 2 2

2

lim( )




       γ)

2

lim







  

                                                                                                         

                                                                                                          (μον.12) 

Β2.Δζηω f κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζην R ε νπνία γηα θάζε  

      xR ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε x+ εκx f(x) x +x   

      α)Να βξείηε ηα όξηα:
x 0
limf(x)


 θαη
x 0

x f(x)-εκ2x
lim

x+4-2


.                     (μον.8) 

      β)Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε 
f(x)

g(x)=
εκx

 δελ έρεη όξην  

         ζην x0=0.                                                                                    (μον.5) 

 

                                                                             

ΘΔΜΑ  Γ
 

 

Γ1.Να ππνινγηζηνύλ ηα α, β R ώζηε λα είλαη ζπλερήο ζην x0=2  

      ε  ζπλάξηεζε f κε:

2αx +β x +3
,x 0 θαη x 2

f(x)= x 2

4           ,       x=2


 

 



  

                                                                                                            (μον.7) 
Γ2.Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f:R R  , γηα ηελ νπνία ηζρύεη 

     f(x)f(x)+e =5-4x  x R   θαη f(1)=0 . Ν.δ.ν 

      α) Η f αληηζηξέθεηαη                                                                     (μον.5) 

      β) Η εμίζωζε  3(fof)(x)-f(5-10x )=0  έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα 

          ξίδα ζην (0,1)                                                                            (μον.7) 

 

 

Γ3.Αλ ε f είλαη ζπλερήο θαη 1-1 ζε έλα δηάζηεκα Γ , λα  

      απνδείμεηε όηη ε f  είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην Γ.                      (μον.6) 
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ΘΔΜΑ  Γ 

 

Γ1.Δζηω ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f: 0,3 R  ε νπνία είλαη γλεζίωο  
 
    

     αύμνπζα ζην  0,1  θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  1,3 . 

     Αλ 
+ -    x 0 x 3

f(1)=2,  lim f(x)= 1  θαη  lim f(x)= 2
 

   λα βξείηε:
 

       
α)Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο f.

 

       
β)Τν πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο    f 0,  0,3x  .           (μον.6) 

 

Γ2. Σην δηπιαλό ζρήκα ε θακπύιε C    

      είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο 

      ζπλάξηεζεο f  πνπ είλαη ζπλερήο 

      ζην [α, β] θαη ην o o(x ,y ) είλαη 

      έλα ζεκείν ηνπ επηπέδνπ. 

      α)Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο απόζηαζεο    

         od(x) (M M)  ηνπ ζεκείνπ    

         o o(x ,y )  από ην ζεκείν (x,f(x)) ηεο fC  γηα θάζε x [α,β] .                                                                                                                           

                                                                                                            (μον.5) 
      β)Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε d είλαη ζπλερήο ζην [α, β] 

         θαη ζηε ζπλέρεηα όηη ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, ζεκείν ηεο 

        fC  πνπ απέρεη από ην oM  ιηγόηεξν από όηη απέρνπλ ηα άιια  

        ζεκεία ηεο θαη έλα, ηνπιάρηζηνλ, ζεκείν ηεο fC  πνπ απέρεη  

        από ην oM  πεξηζζόηεξν από όηη απέρνπλ ηα άιια ζεκεία ηεο. (μον.3) 

 

Γ3. ΄Δζηω ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f  ζην R γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 

        f(1)+f(2)=f(3)+f(4). 

        Nα απνδείμεηε όηη ε f  δελ αληηζηξέθεηαη.                                 (μον.7) 

 

Γ4. . Έζηω ε ζπλάξηεζε 2f(x)=αx +βx+γ ,  α 0 .  

        Αλ γ
2
+βγ+αγ<0  λα δείμεηε όηη  β

2
>4αγ .                                    (μον.4) 

 

 

          

                                         ΚΑΛΗ  ΔΠΙΤΥΦΙΑ 

 

 

 y

 Μ(x, f (x))

 Α(α, f (α))

 B(β, f (β))

 O  β a

 x

 Μ0(x0,y0)
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                                Απανηήζεις (Δνδεικηικές) 

 

ΘΔΜΑ  Α 

 

Α1, Α2, Α3    Θεωξία, ζρνιηθό βηβιίν. 

 

Α4.   1Λ,    2Λ,    3Σ,    4Σ,        5Σ 

 

Α5.   1ε,     2γ,     3γ,     4α,γ,ε    5ε       

 

 ΘΔΜΑ Β 

 

Β1.  

Σην ηξίγωλν ΑΒΓ είλαη: 

1 1
    

 
   θαη   

1


     . 

α)
1 1 1 (1 ) (1 )

(1 )

     
         

      
   

             =
2

(1 )

 

  
=

1



 
 νπόηε    

            

2 2

02lim( ) lim 0
1 1 1

1
2

 
 





     

  
 

. 

β) 
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
1

     
          

         
  

     

    άξα 2 2

2 2

lim( ) lim(1) 1
 

 

      

 

γ)
1

  
      

 



  

    άξα 

2 2

lim lim( ) 1
2 
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Β2. 

α)Ιζρύεη ε ζρέζε x+ εκx f(x) x +x   (1) 

●Δπεηδή 
x 0 x 0
lim(x x ) 0  θαη  lim( x x) 0
 

     , απ’ ην θξηηήξην   

  παξεκβνιήο πξνθύπηεη όηη θαη 
x 0
limf (x) 0


   

 

●Δρνπκε: 

x f(x) εκ2x (x f(x) εκ2x) ( x+4+2) (x f(x) εκ2x) ( x+4+2)

xx+4 2 ( x+4 2) ( x+4+2)

       
  

  

 

=
x f(x) εκ2x εκ2x

( x+4+2) (f(x) 2 ) ( x+4+2)
x 2x

 
     άξα 

 

   
x 0
lim


x f(x) εκ2x

x+4-2

 
=

x 0
lim


 
εκ2x

(f(x) 2 ) ( x+4+2)=
2x

  (0 2) 4 8      

 

 

β)  

●Αλ x 0 ηόηε θαη x 0    ε (1) γξάθεηαη 
:εκx x f(x) 2x

x+εκx f(x) x+x 1
εκx εκx εκx

       θαη απ’ ην θξηηήξην 

παξεκβνιήο είλαη 
x 0

f (x)
lim 2

x




  

●Αλ x 0  ηόηε  θαη  εκx<0  θαη ε (1)  γξάθεηαη  
:εκx x f(x)

x εκx f(x) x+x 1 0
εκx εκx

         θαη απ’ ην θξηηήξην 

παξεκβνιήο είλαη 
x 0

f (x)
lim 0

x




 

Αθνύ ηα πιεπξηθά όξηα είλαη δηαθνξεηηθά δελ ππάξρεη ην δεηνύκελν  

όξην. 
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ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. 

Γηα λα είλαη ζπλερήο ε ζπλάξηεζε ζην 2 πξέπεη 
x 2
limf (x) f (2) 4


    

Δρνπκε:
x 2
lim


 
2αx +β x +3

x 2
=

4 2 3

0

  
 θαη επεηδή ην όξην είλαη 

πξαγκαηηθόο αξηζκόο πξέπεη θαη’ αξράο λα είλαη 4 2 3 0 (1)     

Η ζπλάξηεζε γξάθεηαη: 
2 2 2αx +β x 4α β 2 α(x 4)+β( x 2) α(x 4) β( x 2)

f(x)=
x 2 x 2 x 2 x 2

     
   

   
 

 

=
β( x 2) β

α(x+2) α(x+2)+
( x 2)( x 2) x 2


 

  
  άξα 

x 2 x 2

β
limf (x) lim α(x+2)+

x 2 

 
  

 
=

2
4 4

42 2

 
      (2)  

 

Πξέπεη ινηπόλ λα είλαη: 

2
4

4


  =4 16 2 16 2 16 16        θαη ε (1) γίλεηαη: 

4α+16-16 α=4 άξα α=1 θαη από (1) είλαη β=
7 2

2
   

 

Γ2. 

α)Δζηω 
1 2 1 2f(x ) f (x ) f(x ) f (x )

1 2 1 2 1 2x ,x R θαη f(x ) f (x ) e e e f(x ) e f (x )          

1 2 1 25 4x 5 4x x x       νπόηε ε f είλαη 1-1 θαη επνκέλωο 

αληηζηξέθεηαη. 

β)Η εμίζωζε 
3(fof)(x)-f(5-10x )=0

f1 1
3 3 3f (f (x)) f(5 10x ) 0 f (f (x)) f(5 10x ) f (x) 5 10x



              
3f (x) 10x 5 0     (1)  

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 3g(x) f (x) 10x 5    πνπ νξίδεηαη ζην R θαη 

είλαη ζπλερήο ζ’ απηό, άξα θαη ζην [0,1].Δπίζεο: 
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g(1) f (1) 10 5 0 5 5      >0. 

Η δνζείζα ζρέζε γηα x=0  γίλεηαη f (0)f (0) e 5 f (0) 5      

Δρνπκε  ινηπόλ όηη  g(0) f (0) 5 0   . 

Σύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ηεο g άξα 

θαη ηεο (1) ζην (0,1) άξα θαη ηεο ηζνδύλακήο ηεο αξρηθήο εμίζωζεο. 

 

Γ3. 

Δζηω όηη ε f δελ είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην Γ ,γηα παξάδεηγκα δελ είλαη 

γλεζίωο αύμνπζα. Τόηε, αλ α<β<γ ζα είλαη γηα παξάδεηγκα f(α)<f(γ)<f(β). 

(Όρη πάληωο ε δηάηαμε f(α)<f(β)<f(γ)). 

Τν f(γ) είλαη κηα ελδηάκεζε ηηκή ηωλ f(α) θαη f(β) νπόηε ζα ππάξρεη  

μ(α, β) ώζηε f(μ)=f(γ) πνπ ζεκαίλεη πωο ε f δελ είλαη 1-1.Αηνπν. 

Αξα ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

Οκνηα εξγαδόκαζηε θαη ζε όιεο ηηο άιιεο πεξηπηώζεηο. 

Οκνηα εξγαδόκαζηε αλ ππνζέζνπκε όηη ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα. 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. 
α)Αθνύ ε f είλαη ζπλερήο , γλεζίωο αύμνπζα ζην δηάζηεκα (0,1]  

    θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην[1,3) ζα είλαη:  

    
x 0

f ((0,1]) ( lim f (x),f (1)] ( 1,2]


    θαη 
x 3

f ([1,3)) ( lim f (x),f(1)] ( 2,2]


     

    Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη f (A) ( 1,2] ( 2,2] ( 2,2]        

β)Τν κεδέλ πεξηέρεηαη ζηα δηαζηήκαηα (-1,2] θαη (-2,2] ,ε f είλαη γλεζίωο      

    αύμνπζα ζην (0,1], γλεζίωο θζίλνπζα ζην[1,3) άξα έρεη κία ξίδα ζην 

    (0,1] θαη κία ζην [1,3). 

 

Γ2. 

α) Σύκθωλα κε ηνλ ηύπν ηεο απόζηαζεο δύν ζεκείωλ είλαη: 

    2 2 2 2
o o o od(x) (x x ) (y y ) (x x ) (f(x) y )         , x [ , ]     

 

β)Η ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην [α, β] ωο ξίδα αζξνίζκαηνο ζπλερώλ 

   ζπλαξηήζεωλ. Δπνκέλωο, ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα κέγηζηεο θαη   

   ειάρηζηεο ηηκήο έρεη κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή ζηηο ζέζεηο    

   x  θαη  x  ηνπ [α,β]   αληίζηνηρα. 
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Γ3. 

Η ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα [1,2] θαη [3,4] άξα ζε 

θαζέλα απ’ απηά παξνπζηάδεη κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή. 

Δζηω m θαη Μ ε ειάρηζηε θαη ε κέγηζηε ηηκή ηεο f ζην [1,2]. 

Τόηε γηα θάζε x [1,2]  ηζρύεη  m f(x) M    νπόηε θαη  

m f (1) M f (1) f (2)
2m f (1) f (2) 2M m M

m f (2) M 2

  
      

 
  

Υπάξρεη ινηπόλ 1 1

f(1) f (2)
[1,2] ώζηε f(μ )

2


     

Οκνηα απνδεηθλύνπκε όηη ππάξρεη 2 2

f (3) f(4)
[3,4] ώζηε f(μ )

2


     

Αθνύ 

       
       

1 2

f 1 f 2 f f
f 1 f 2 f 1 f

3 4
f ( ) f (

2
2 )

2
 





      

Δρνπκε ινηπόλ 1 2 1 2  θαη f(μ ) f ( )      άξα ε f  δελ είλαη 1-1 επνκέλωο 

δελ αληηζηξέθεηαη. 

 

Γ4. 

Δρνπκε: 2 0 ( ) 0 f (0) f (1) 0              

Δπεηδή ε f είλαη θαη ζπλερήο, ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ζα 

ππάξρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ηεο f ζην (0,1).Η f όκωο είλαη ηξηώλπκν 

άξα ζα έρεη δύν ξίδεο. Απηό ζεκαίλεη όηη ζα έρεη δηαθξίλνπζα, Γ 0 . 

Θα απνθιείζνπκε ην =. 

Δζηω ινηπόλ όηη Γ=0 δει. 
2

2 24 0 4
4


         


  

Η ζρέζε 2 0     γξάθεηαη 

( ) 0   
2 2 2 2 24 4

( ) 0 0
4 4 4 4

      
      

   
  

  
2 2

2

( 2 )
0

4

    



, άηνπν. 

Δίλαη ηειηθά Γ>0 δει. 2 4     


