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ΘΔΜΑ  1

0
  

 

Α.1.  Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο κηαο  

         ζπλάξηεζεο f .                                                                           (μον.3)  

 

A.2.  Δώζηε ηνλ νξηζκό ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο .                (μον.4) 

 

Α.3. Αλ f  είλαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα Δ 

        θαη  α  έλα ζεκείν ηνπ Δ , λα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε 

        
x

F(x) f (t)dt , x


    , είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην 

        Δ. (Να δνζεί επνπηηθή εξκελεία) .                                             (μον.6) 

 

Α.4. Έζηω f κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζ’ έλα δηάζηεκα  ,   . 

        Αλ G είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην  ,    , λα απνδείμεηε 

        όηη f (x)dx G( ) G( )



                                                           (μον.7) 

         

Α5. Να θπθιώζεηε ην (Σ) ή ην (Λ) ζηηο πξνηάζεηο : 

       1. Αλ F , G είλαη παξάγνπζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζην 

           δηάζηεκα Δ , ηόηε νη F , G είλαη ίζεο .                                     Σ     Λ 

       2. Η ζπλάξηεζε F(x) xln x x    είλαη κηα παξάγνπζα 

           ηεο f (x) ln x   , κε x>0  .                                                       Σ     Λ 

3. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην  ,    θαη 

    f (x)dx 0



   , ηόηε f (x) 0   γηα θάζε  x ,    .                Σ     Λ 

4. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα 

    ζην δηάζηεκα  ,    θαη f(β)=0 , ηόηε ηζρύεη f (x)dx 0



      Σ     Λ    

5. Αλ 
t

1
g(t) t f (x)dx    , ηόηε g'(t) t f (t)  .                             Σ     Λ  

                                                                                                            (μον.5) 
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ΘΔMA 2
0 

 Α. Οη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη ζπλερείο ζην  ,    

      Α1. Να απνδείμεηε όηη , αλ f (x) g(x)   γηα θάζε  x ,   , 

             ηόηε f (x)dx g(x)dx
 

 
                                                     (μον.4) 

      Α2. Να απνδείμεηε όηη ε f έρεη ειάρηζηε (m) θαη  κέγηζηε 

             (Μ) ηηκή ζην  ,                                                                 (μον.2) 

      Α3. Να απνδείμεηε όηη  m f (x)dx M( )



               (μον.4) 

      Α.4. Να βξείηε ην 
x 1

2xx

1
lim dt

3 t



 
                                              (μον.6) 

Β.  Αλ 2

0

1
x xdx

8


     , λα ππνινγίζεηε ηνλ θπζηθό 

      αξηζκό λ.                                                                                       (μον.3) 

Γ. Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξωκα 4

4

I 1 2 x x dx






           (μον.6)                                                                                                 

ΘΔΜΑ 3
0 

 Α. Έζηω 2

0
I xdx




   . 

      A.1. Να απνδείμεηε όηη 2

1
I I

v
 

 
    (v 3  θπζηθόο)             (μον.5) 

      Α.2. Να ππνινγίζεηε ην Ι7 .                                                          (μον.4) 

       

 Β. Δίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f ζην R θαη ε ζπλάξηεζε  

     
2x x x

0 1
(x) t e f (t)dt dt

 
   

 
                                                              

      Β.1.  Να απνδείμεηε όηη 
22 x

x

1

x e
(x) f (t)dt

2
                              (μον.6) 

      Β.2. Αλ f (x) 0   ζην R θαη 2(2) 6e    λα βξεζεί ην 

             εκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ Cf , 

             ηνλ x΄x θαη ηηο επζείεο x=1 θαη x=4                                      (μον.4) 

  Γ. Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην R θαη λα απνδείμεηε όηη 

        x x u

0 0 0
f (u)(x u)du f (t)dt du                                                  (μον.6) 
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ΘΔΜΑ 4
0 

 

Έζηω  ζπλάξηεζε f : R R  ε νπνία είλαη ζπλερήο θαη νη κηγαδηθνί 

αξηζκνί 
x

1
z f (x) i, w x i f (t)dt , x R      γηα ηνπο νπνίνπο  

 ηζρύεη ε ζρέζε z w z w , x R.      Να δεηρζεί όηη : 

 

Α1. Re(zw) 0.                                                                                   (μον.5)                                                                               

 

Α2. 
x

1
f (t)dt xf (x), x R.                                                            (μον.5)  

 

Α3. ε εμίζωζε 
x

0
f (t)dt (1 x)f (1 x)   έρεη ηνπιάρηζηνλ  

       κία ξίδα ζην(0,1).                                                                         (μον.5)                                                                   

 

Α4. ε ζπλάξηεζε F: (0, ) R   κε ηύπν  

      
x x

2 1
F(x) (ln t)f (t)dt (ln x)f (t)dt , x 0      είλαη θπξηή.       (μον.5) 

 

Α5.Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη έλαο ηνπιάρηζηνλ  0x [1,4] ώζηε    

      
0 0

2 3

x x
f (x)dx 2 f (x)dx 0   .                                                         (μον.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                         ΚΑΛΗ  ΔΠΙΤΥΦΙΑ 
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                                    Απανηήζεις (Δνδεικηικές) 

 

 ΘΔΜΑ 1
0 

 

A.1 Θεωρία,      Α.2 Θεωρία ,      Α.3 Θεωρία   ,     Α4 Θεωρία 

Α5.  1Λ ,  2Σ ,  3Λ ,  4Σ ,  5Λ  

 

ΘΔΜΑ 2
0
 

Α. 

Α1. Αθνύ  f (x) g(x) f (x) g(x) 0     άξα  f (x) g(x) dx 0



     

      f (x)dx g(x)dx 0
 

 
     f (x)dx g(x)dx

 

 
   

 

Α.2. Αθνύ ε f είλαη ζπλερήο ζην  ,    , ζύκθωλα κε ην Θεώξεκα 

            Μ.Ε.Τ έρεη ειάρηζηε (m) θαη κέγηζηε (Μ) ηηκή δει. ππάξρνπλ 

            x  θαη x  ζην  ,    ώζηε f (x ) m    θαη f (x )   .  

 

Α.3. Έρνπκε : m f (x) M mdx f (x)dx dx
  

  
           

               m f (x)dx M( )



      

   

 Α.4. Η 
2

1
f (t)

3 t



  έρεη fA R   θαη 

         
 

   

'
2

2 2
2 2

3 t 2t
f '(t) 0

3 t 3 t


    

 

  t 0    νπόηε είλαη  

         γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0,  . Έρνπκε: 
f

x t x 1


      

         
x 1 x 1

x x
f (x) f (t) f (x 1) f (x)dt f (t)dt

 

       
x 1

x
f (x 1)dt



     

         
x 1

x
f (x 1)(x 1 1) f (t)dt f (x) (x 1 x)



           

         
 

x 1

2 2 2x

1 1 1
dt

3 t 3 x3 x 1



 
  

  . 
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     Όκωο :
2x

1
lim 0

3 (x 1)


 
  , 

2x

1
lim 0

3 x



  θαη από ην 

     θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη 
x 1

2xx

1
lim dt 0

3 t







 .   

 

Β.  Έρνπκε : 2

0

1
x xdx

8


     άξα 

1 2

0

x 1

1 8


 

 
  

  δει . 

      

1
10 12

1 1 8








  

   
 

1 1
1 8

1 8
     

 
λ=7  

 

 Γ. Είλαη: 4

4

1 2 x xdx






        

                  = 2 24

4

x x 2 x xdx






       

                  = 24

4

( x x) dx






     4

4

x x dx






    (1) 

       Σην δηάζηεκα ,
4 4

  
 
 

  , όπωο εύθνια δηαπηζηώλνπκε από ηνλ 

        ηξηγωλνκεηξηθό θύθιν , είλαη x x     άξα x x 0     

        θαη ε (1) γξάθεηαη : 

           4 4

4 4

I x x dx x x

 

 
 

         

          = 
4 4 4 4

          
             
      

  

          =
2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2

   
         

   
  δει 2     
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ΘΔΜΑ 3
0 

 
Α . 

Α.1. Έρνπκε : 12 2

0 0
xdx x x dx

 
 

           

         =  12

0
x x 'dx


     

         = 1 2

0
x x


        2 22

0
1 x xdx


       

         = 0+ 2 22

0
( 1) x (1 x)dx


        

         =  22 2

0 0
( 1) xdx v 1 xdx

 
          

         άξα    2I 1 1                21 1             

         δει.   21       2

1
, 3 

 
    


  (1) 

 

 

Α.2.  Από ηελ (1) έρνπκε : 

        
 

7 5

.

5 3 7 1

3 1

6

7

4 6 4 2

5 7 5 3

2

3

  

         

  

  

   

         22
7 1 00

16 16 16
xdx x

35 35 35



          =
16

0
35 2

 
  
 

   

        δει 7

16

35
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Β.  

Β1. Έρνπκε : 
2x x x

0 1
(x) t e f (t)dt dt

 
   

 
    

       = 
2 2

x
2

x x xx x

1 0 1
0

t
e f (t)dt tdt e f (t)dt

2

 
    

 
     

       = 
22 2

xx

1

x 0
e f (t)dt

2


     άξα 

22 x
x

1

x e
(x) f (t)dt

2
     (1) 

              

Β2. Τν δεηνύκελν εκβαδό είλαη 
4

1
E f (t)dt     (2) 

       Γηα x=2 (1) γίλεηαη :
2

4

1

4e
(2) f (t)dt

2
     άξα  

       2 26e 2e E    E 3  
 

Γ. Έζηω 
x

0
G(x) f (u)(x u)du    θαη  x u

0 0
F(x) f (t)dt du     

     Έρνπκε : 

     ●
x x x x

0 0 0 0
G(x) xf (u)du uf (u)du x f (u)du uf (u)du         

        νπόηε    
' '

x x x

0 0 0
G'(x) (x) ' f (u)du x f (u)du uf (u)du          

        =
x

0
f (u)du xf (x) xf (x)    άξα 

x

0
G'(x) f (u)du    (1) 

     ●  
'

x u

0 0
F'(x) f (t)dt du   

       
x

0
F'(x) f (t)dt     (2) 

         Από (1) θαη (2)  G'(x) F'(x)   G(x) F(x) c     (3) 

         Είλαη G(0) 0 , F(0)=0   θαη από ηελ (3)   

         G(0) F(0) c    άξα c=0  θαη επνκέλωο G(x) F(x)  
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ΘΔΜΑ 4
0 

  A1. Έρνπκε :
2 2

z w z w z w z w          

              z w z w z w z w         

          zz zw wz ww zz zw wz ww


       


    

           2 zw zw 0 zw zw 0 2Re(zw) 0          

            Re zw 0    (1) 

 

 Α2. Είλαη    x

1
zw f (x) i x i f (t)dt       

       =
x x

1 1
xf (x) f (x) f (t)dt i xi f (t)dt         

       =    x x

1 1
xf (x) f (t)dt f (x) f (t)dt x i       θαη ιόγω ηεο (1) είλαη 

       
x

1
xf (x) f (t)dt 0    δει 

x

1
f (t)dt xf (x)     (2) 

 

Α3. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 
x

0
g(x) f (t)dt (1 x) f (1 x)       

       Η f(t) είλαη ζπλερήο ζην    , ην 0   άξα ε ζπλάξηεζε 

       
x

0
f (t)dt   είλαη παξαγωγίζηκε ζην    επνκέλωο θαη ζπλερήο . 

      Η g ινηπόλ είλαη ζπλερήο ζην  0,1   ωο πξάμεηο ζπλερώλ . 

      Επίζεο : 
0

0
g(0) f (t)dt f (1) f (1)      . 

      Από ηελ (2) , γηα x=1 πξνθύπηεη όηη 
1

1
f (1) f (t)dt    

      δει f (1) 0   άξα g(0) f (1) 0     . 

      Τέινο 
1

0
g(1) f (t)dt    .Από ηε (2) γηα x=0 είλαη  

       
0 1 0

1 0 1
f (t)dt 0 f (t)dt 0 f (t)dt 0          g(1) 0  

      Έηζη g(0) g(1) 0    θαη ζύκθωλα κε ην ζ.Bolzano ππάξρεη 

      ηνπιάρηζηνλ έλαο  0 0x 0,1 : g(x ) 0    , άξα ε εμίζωζε 

      
x

0
f (t)dt (1 x)f (1 x)     έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (0,1) . 
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  Α4. Η F γξάθεηαη : 

          
x x

2 1
F(x) ln t f (t)dt ln x f (t)dt , x>0      νπόηε 

          
x x

1 1

1 1
F'(x) ln x f (x) f (t)dt ln x f (x) f (t)dt

x x
          , 

          

x

x
1

2 21

f (t)dt xf (x)1 1
F''(x) f (t)dt f (x) 0

xx x


    


   

          γηαηί 
x

1
f (t)dt xf (x)  από ην Α2 εξώηεκα . 

          Αθνύ F''(x) 0   , γηα θάζε x>0 , ε F είλαη θπξηή . 

 

 Α5. Η f είλαη ζπλερήο ζην    άξα θαη ζην  1,4  .Έζηω F κηα αξρηθή 

        ηεο .Η ζρέζε πνπ ζέινπκε λα απνδείμνπκε ,   

        
0 0

2 3

x x
f (x)dx 2 f (x)dx 0     γξάθεηαη        

        0 0F(2) F(x ) 2F(3) 2F(x ) 0      δει 0

F(2) 2F(3)
F(x )

3


  . 

        Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη ε ηηκή 
F(2) 2F(3)

3


  βξίζθεηαη ζην 

        ζύλνιν ηηκώλ ηεο F. 

        Η  F ωο παξαγωγίζηκε είλαη θαη ζπλερήο ζην  1,4  επνκέλωο έρεη  

       ειάρηζηε (m) θαη κέγηζηε (Μ) ηηκή , είλαη δει .m F(x) M.    

       Άξα 
( )m F(2) M m F(2) M

m F(3) M 2m 2F(3) 2M

   
 

   
  

       
F(2) 2F(3)

3m F(2) 2F(3) 3M m M
3


        

        Υπάξρεη επνκέλωο έλαο ηνπιάρηζηνλ  0x 1,4   ώζηε 

         0

F(2) 2F(3)
F(x )

3


   . 

 

  

 

 

      

  


