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          02-11-14 

Θέμα 1
o
 : 

Α. Έζηω ε ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α. Πώο νξίδεηαη ε  

     (πξώηε) παξάγωγνο ηεο f;                                                             (6 μον.)  

Β. Να δηαηππώζεηε ην θξηηήξην κνλνηνλίαο.                                     (6 μον.) 

Γ. Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  f x x , δελ είλαη παξαγωγίζηκε 

    ζην 
0x 0 .       (5 μον.) 

Γ. Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο ηωλ παξαθάηω ζπλαξηήζεωλ: 

     i.   2f x 3x 7x,  x .    

     ii.  g x 8 x ln x,  x 0.     

     iii.   xh x e ,  x .                                                             (3x1=3μον.) 

E. Να ραξαθηεξίζεηε  κε (Σ) Σωζηό ή (Λ) Λάθος ηηο παξαθάηω  

     πξνηάζεηο: 

    i. Η   2f x 3x 5x   είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζπλάξηεζε.              Σ     Λ 

    ii. Δίλαη: 
2

x 3

x 9
lim 6.

x 3





                                                                   Σ     Λ 

    iii. Έλα ζώκα, γηα ην νπνίν ε ζπλάξηεζε ηεο ζέζεο ηνπ ζε  

        ζρέζε κε ην ρξόλν είλαη ε   3 2x t t 2t 6   , είλαη αθίλεην 

        ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο 1t 0s  θαη 
2

4
t s

3
 .                                   Σ      Λ 

    iv. Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g έρνπλ όξην ζην 0x  ηόηε ηζρύεη όηη: 

         
 

 

 

 
0

0

0

x x

x x

x x

lim f xf x
lim .

g x lim g x







                                                                 Σ      Λ 

    v.  Η ζπλάξηεζε  f x x ln x,x 0   παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην 

         ην 
1

e
.                                                                                           Σ      Λ 

                                                                                                    (5x1=5μον.) 
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Θέμα 2
ο
: 

Α. Έλα ζώκα θηλείηαη ζύκθωλα κε ηε ζπλάξηεζε  
3

2t
x t 3t 8t

3
   ,  

     όπνπ t ν ρξόλνο ζε sec. 

    i. Να εθθξάζεηε ηελ ηαρύηεηα θαη ηελ επηηάρπλζε ηνπ ζώκαηνο 

       ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ t.                                                          (4 μον.) 

    ii. Να βξείηε ηε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ην ζώκα είλαη 

        αθίλεην.                                                                                     (2 μον.) 

    iii. Να βξείηε πόηε ην ζώκα θηλείηαη θαηά ηε ζεηηθή θαη πόηε  

        θαηά ηε αξλεηηθή θαηεύζπλζε.                                                 (6 μον.) 

    iv. Να ππνινγίζεηε ην νιηθό δηάζηεκα πνπ έρεη δηαλύζεη ζηε 

        δηάξθεηα ηωλ 3 πξώηωλ δεπηεξνιέπηωλ.                                   (4 μον.) 

    v. Να δείμεηε όηη ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηαρύηεηαο, δηαξθώο  

        απμάλεηαη.   (4 μον.) 

Β. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  

3

2

x x
,  x 2

f x    ,  .x 2

3                ,  x 2

  


   
 

  

     Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηωλ παξακέηξωλ α, β αλ είλαη γλωζηό όηη  

     ε f είλαη ζπλερήο ζην 
0x 2  θαη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε  

     δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α(1,1).                             (5 μον.) 

 

Θέμα 3
ο
: 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   3 2f x x 4x 6x 9,  x .       

A. Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 

3x 3

f x
lim

x 27 
.                                          (8 μον.) 

B. Να βξείηε ηελ ηεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο  

     ηεο f, ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε έρεη ηνλ ειάρηζην ζπληειεζηή  

     δηεύζπλζεο.                                                                                   (7 μον.) 

Γ. Να βξείηε ηηο ηεηκεκέλεο ηωλ ζεκείωλ ηωλ εθαπηνκέλωλ ηεο  

     γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f πνπ είλαη παξάιιειεο ηελ επζεία  

     ε: y=6x-7. Σηε ζπλέρεηα λα βξείηε ηελ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο 

     ηεο f ζην ζεκείν   0,f 0 .        (10 μον.) 
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Θέμα 4
ο
: 

Τν παξαιιειεπίπεδν θνπηί ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο, 

έρεη όιεο ηηο πιεπξέο ηνπ μύιηλεο, εθηόο από ηελ  

επάλω, ε νπνία είλαη κεηαιιηθή. Ο όγθνο ηνπ  

θνπηηνύ είλαη 1000dm
3
. Αλ νη πιεπξέο έρνπλ  

δηαζηάζεηο x κέηξα θαη h κέηξα αληίζηνηρα ηόηε:  

Α. Να απνδείμεηε όηη ε επηθάλεηα όινπ ηνπ θνπηηνύ ζπλαξηήζεη ηνπ x  

     είλαη:   24
E x 2x ,  x 0.

x
                                                          (9 μον.) 

Β. Αλ ην μύιν θνζηίδεη 10€/m
2
 θαη ην κέηαιιν θνζηίδεη 30€/m

2
, λα  

    εθθξάζεηε ην θόζηνο ηωλ πιηθώλ πνπ απαηηνύληαη γηα ηελ θαηαζθεπή 

    ηνπ θνπηηνύ ωο ζπλάξηεζε ηνπ x.                                                 (8 μον.) 

Γ. Να βξείηε ηηο δηαζηάζεηο ηνπ θνπηηνύ όηαλ ην θόζηνο ηνπ θνπηηνύ 

      2 40
K x 40x ,  x 0

x
    γίλεηαη ειάρηζην.   (8 μον.) 

                                           

 

 

 

 

ΚΑΛΗ ΔΠΙΤΥΦΙΑ 
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ΑΠΑΝΤΗΣΔΙΣ (ΔΝΓΔΙΚΤΙΚΔΣ) 

 

Θέμα 1
ο
: 

Α. Αλ Β είλαη ην ζύλνιν ηωλ x A  ζηα νπνία ε f είλαη  παξαγωγίζηκε 

      ηόηε νξίδεηαη κηα λέα ζπλάξηεζε , κε ηελ νπνία θάζε x B  

      αληηζηνηρίδεηαη ζην 
h 0

f (x h) f (x)
f '(x) lim

h

 
  . Η ζπλάξηεζε απηή 

      ιέγεηαη (πξώηε) παξάγωγνο ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη κε f ' . 

 

Β. ● Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη  

        ηζρύεη f '(x) 0  γηα θάζε εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ , ηόηε ε f 

        είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην Γ . 

     ● Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη 

        ηζρύεη f '(x) 0  γηα θάζε εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ , ηόηε ε f είλαη 

        γλεζίωο θζίλνπζα ζην Γ . 

Γ. Έρνπκε x,x 0
f (x) x

x,x 0


 
 

 

     Τόηε 
h 0 h 0 h 0

f (0 h) f (0) f (h) 0 f (h)
f '(0) lim lim lim

h h h  

  
    

               ● Αλ h>0 ηόηε 
h 0

h
f '(0) lim 1

h
   

               ● Αλ h<0 ηόηε 
h 0

h
f '(0) lim 1

h


    

       Άξα δελ ππάξρεη ην  
h 0

f (0 h) f (0)
lim

h

 
 πνπ ζεκαίλεη όηη f δελ  

       είλαη παξαγωγίζηκε ζην x0=0 . 

Γ. i. Η f είλαη παξαγωγίζηκε ωο πνιπωλπκηθή κε: 

           2f ' x 3x 7x ' 6x 7,  x .      

     ii. Η g είλαη παξαγωγίζηκε ωο πξάμε παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ κε: 

            
1

g' x 8 x ln x ' 8 x ,  x 0.
x

        

     iii. Η h είλαη παξαγωγίζηκε ωο ζύλζεζε παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ 

          κε:      x x xh ' x e ' e x ' e x,  x .           

 

Δ .   i. Λ    ii. Σ    iii. Σ    iv. Λ    v. Λ 
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Θέμα 2
ο
:  

Α. Έρνπκε ηελ  
3

2t
x t 3t 8t

3
   . 

   i. Η ηαρύηεηα ηνπ ζώκαηνο είλαη:     2u t x ' t t 6t 8,  t 0.      

      Η επηηάρπλζε ηνπ ζώκαηνο είλαη:      t u ' t x '' t 2t 6,  t 0.       

   ii. Τν ζώκα είλαη αθίλεην όηαλ   2u t 0 t 6t 8 0       

       t 2s ή t 4s.   

   iii. Τν ζώκα θηλείηαη θαηά ηε ζεηηθή θαηεύζπλζε, όηαλ: 

         
.  α

2u t 0 t 6t 8 0 t 2s ή t 4s.
 

         

        Τν ζώκα θηλείηαη θαηά ηελ αξλεηηθή θαηεύζπλζε, όηαλ: 

           
.  α

2u t 0 t 6t 8 0 t 2,4
 

       . 

   iv. Η θίλεζε ηνπ ζώκαηνο είλαη ε εμήο: 

         

 

 

Από t=0s έωο t=2s ην ζώκα έρεη δηαλύζεη δηάζηεκα: 

   1

20 20
S x 0 x 2 0 m.

3 3
      

Από t=2s έωο t=3s ην ζώκα έρεη δηαλύζεη δηάζηεκα: 

   2

20 2
S x 2 x 3 6 m.

3 3
      

Άξα ην δηάζηεκα πνπ έρεη δηαλύζεη ην ζώκα ζηε δηάξθεηα ηωλ 3 

πξώηωλ δεπηεξνιέπηωλ είλαη: 
. 1 2

22
S S S m.

3
     

  v. Ο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηαρύηεηαο είλαη ε επηηάρπλζε  t 2t 6.    

      Βξίζθνπκε ηελ παξάγωγν ηεο επηηάρπλζεο, πνπ είλαη  ' t 2 0    

      άξα ε επηηάρπλζε δηαξθώο απμάλεηαη ζην  0, . 
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Β. Δίλαη:  
3

2x 2 x 2

x x 8 2
limf x lim

x 2 6 

     
  

 
 θαη  f 2 3 . 

    Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 
0x 2 , ηζρύεη: 

    
   

 

x 2

8 2
limf x f 2 3 8 2 18

6

2 10 1



  
        

   

 

    Δπίζεο ε 
fC  δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α(1,1) άξα  f 1 1   

     
1

1 1 3 2 2
3

 
        

    Από (1), (2) έρνπκε: 
 2 10 8 8

2 2 6

          
   

            
. 

      

Θέμα  3
ο
:  

A. Δίλαη: 
 

 

0
3 2 0

3 3x 3 x 3

f x x 4x 6x 9
lim lim 1

x 27 x 27

 
 
 

 

  
 

 
. 

     Γηα ηελ f(x) από ζρήκα Horner γηα ξ=-3 έρνπκε: 

      

 

 

 

 

      Οπόηε ε (1) γίλεηαη:
  
  

0
23 2 0

3 2x 3 x 3

x 3 x x 3x 4x 6x 9
lim lim

x 27 x 3 x 3x 9

 
 
 

 

    
 

   
 

      
9 3 3 9 1

9 9 9 27 3

 
 

 
. 

 

Β. Έζηω   0 0M x ,f x , ην δεηνύκελν ζεκείν. Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο 

     ηεο εθαπηνκέλεο ηεο fC  ζην Μ είλαη  0f ' x . Ψάρλνπκε ηελ ειάρηζηε  

     ηηκή ηεο παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο f. Θα βξνύκε ηελ f '' . 

     Η f είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ωο πνιπωλπκηθή κε:  

        3 2 2f ' x x 4x 6x 9 ' 3x 8x 6,  x .         

        2f '' x 3x 8x 6 ' 6x 8,  x .       

1 

  
 

1 

4 

-3 

 

1 

6 

-3 

 

3 

9 

-9 

 

0 

-3 
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      Λύλνπκε ηελ αλίζωζε:  
8 4

f '' x 0 6x 8 0 x x
6 3

          . 

      Ο πίλαθαο πξνζήκωλ ηεο f ''  είλαη: 

     

   x                               -∞                                 
4

3
                          + ∞  

f ''  
  

                 -                

 

               + 

f '                                

                                                                  Ο.Δ. 

      Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο γίλεηαη ειάρηζηνο γηα 
0

4
x

3
  . 

Γ. Έζηω   ,f    ηα ζεκεία ζηα νπνία νη εθαπηνκέλεο ηεο 
fC  είλαη 

     παξάιιειεο ζηελ επζεία ε: y=6x-7. Τόηε πξέπεη: 

        2 2f ' 3 8 6 6 3 8 0 3 8 0                 

     
8

0 ή .
3

    

     Γηα ην ζεκείν   0,f 0  ε αληίζηνηρε εθαπηνκέλε είλαη ε  

         1 : y f 0 f ' 0 x 0 y 9 6x y 6x 9          . 

  

 

Θέμα  4
ο
:  

Α. Η επηθάλεηα ηνπ θνπηηνύ ηζνύηαη κε  

     . ά άE E 2       . Οη βάζεηο είλαη 

     ηεηξάγωλα άξα ην εκβαδόλ ηνπο είλαη 2

ά x    . 

     Τν εκβαδόλ ηεο παξάπιεπξεο επηθάλεηαο ηζνύηαη 

     κε: . ά 4xh.     Άξα ην ζπλνιηθό εκβαδόλ 

     είλαη  2E 4xh 2x 1  . Όκωο, 
3 3V 1000dm 1m   άξα έρνπκε: 

     2

2

1
V 1 x h 1 h

x
     . Τόηε ε (1) γίλεηαη: 

       2 2

2

1 4
E x 4x 2x 2x

x x
    . Γηα λα νξίδεηαη απηή ε ζπλάξηεζε  

     πξέπεη:

2

x 0

x 01
h 0 0

x

 

 

   

. 
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Β. Τν θόζηνο ηεο θάηω βάζεο πνπ είλαη μύιηλε είλαη: 
210x . 

     Τν θόζηνο ηεο παξάπιεπξεο επηθάλεηαο πνπ είλαη μύιηλε είλαη: 

       
2

1 40
10 4xh 40x

x x
   . 

     Τν θόζηνο ηεο άλω βάζεο πνπ είλαη κεηαιιηθή είλαη: 
230x . 

     Άξα ην ζπλνιηθό θόζηνο γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ θνπηηνύ είλαη: 

       2 2 240 40
K x 10x 30x 40x ,  x 0.

x x
       

Γ. Η ζπλάξηεζε ηνπ θόζηνπο είλαη ε   2 40
K x 40x ,  x 0.

x
    

     Η  K x είλαη παξαγωγίζηκε ωο πξάμε παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ: 

       2

2

40 40
K' x 40x ' 80x ,  x 0.

x x

 
     
 

 

     Λύλνπκε ηελ αλίζωζε:  
2x 0

3

2

40
K' x 0 80x 0 80x 40 0

x



         

     

3 1x
3 3 3

3

40 1 1
x x x x 2

80 2 2



      


. 

     Ο πίλαθαο πξνζήκωλ ηεο K'  είλαη: 

      

   x                                0                                

1

32


                         + ∞  

K'    

                 -                

 

               + 

K                                

 Ο.Δ. 

     Τν θόζηνο γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ θνπηηνύ γίλεηαη ειάρηζην  

      όηαλ 
1

3x 2


  θαη 
2

33
2 22 1

3
3

1 1 1
h 2 4

x
22




    
 
 
 

. 

     


