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Θέμα 1
o
 : 

 Α.i. Να δηαηππώζεηε ην θξηηήξην κνλνηνλίαο .                                (4 μον.) 

     ii. Αλ 1 2x ,x ,....x   νη ηηκέο κηαο κεηαβιεηήο X ζ’ έλα 

         δείγκα κεγέζνπο λ , ηόηε ηη εθθξάδεη ε αζξνηζηηθή 

         ζπρλόηεηα ηεο ηηκήο ix   , i 1,2,....,   ;                                   (3 μον.) 

     iii. Να δηαηππώζεηε ηνλ θιαζζηθό νξηζκό ηεο πηζαλόηεηαο .      (5 μον.) 

     iv. Έζησ Α , Β δύν ελδερόκελα ελόο δεηγκαηηθνύ ρώξνπ Ω. 

          Να απνδείμεηε όηη ηζρύεη ε ζρέζε : 

          P(A B) P(A) P(B) P(A B)     .                                      (5 μον.) 

 

 Β. Να παξαγσγίζεηε ηηο παξαθάησ ζπλαξηήζεηο: 

      i. 3f (x) (x 1)    

      ii. 8 3g(x) x 5x    

      iii. xh(x) e x    

      iv. 4(x) 5x ln 2     

      v. 
x

s(x)
x




                                                                      (5x1=5 μον.)      

                                                                                                               
Γ. Να ραξαθηεξίζεηε  κε (Σ) Σσζηό ή (Λ) Λάζνο ηηο παξαθάησ  

    πξνηάζεηο: 

    i.    fog (x) ' f (g(x)) ' f '(g(x)) f '(x)      .                                  Σ      Λ 

    ii. Η κέζε ηηκή ππνινγίδεηαη ηόζν ζε πνζνηηθέο όζν θαη 

        ζε πνηνηηθέο κεηαβιεηέο .                                                           Σ      Λ 

    iii. Γηα δύν ελδερόκελα Α , Β ελόο δεηγκαηηθνύ ρώξνπ Ω 

         ηζρύεη όηη P(A) P(A B)    .                                                    Σ      Λ 

                                                                                                   (3x1=3 μον.) 
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Θέμα 2
ο
: 

Οη καζεηέο κηαο ηάμεο ελόο Λπθείνπ ξσηήζεθαλ ζρεηηθά κε ην  

πόζα αδέξθηα έρνπλ θαη από ηηο απαληήζεηο ηνπο πξνέθπςε ν 

παξαθάησ πίλαθαο . 

Αξηζκόο 

αδεξθώλ xi 

Αξηζκόο 

καζεηώλ vi 

 

0 α 

1 β 

2 8 

3 3 

Οη αξηζκνί α θαη β είλαη νη ηηκέο ηνπ ηνπηθνύ ειαρίζηνπ θαη ηνπ 

ηνπηθνύ κεγίζηνπ αληίζηνηρα ηεο ζπλάξηεζεο 3f (x) x 3x 7   .  

Α. Να απνδείμεηε όηη α=5 θαη β=9.                                             (8 μον.) 

Β. Να ππνινγίζεηε ηε κέζε ηηκή ηνπ αξηζκνύ ησλ αδεξθώλ πνπ 

     έρνπλ νη καζεηέο ηεο ηάμεο . (5 μον.) 

Γ. Να ππνινγίζεηε ηε δηάκεζν . (5 μον.) 

Γ. Δπηιέγνπκε ηπραία έλαλ καζεηή από ηελ ηάμε .Αλ γλσξίδνπκε 

       όηη ζηελ ηάμε δελ ππάξρνπλ αδέξθηα λα βξείηε : 

       i. Σελ πηζαλόηεηα ηνπ ελδερνκέλνπ : « Ο καζεηήο πνπ επηιέμακε 

           λα έρεη ην πνιύ δύν αδέξθηα» .                                              (4 μον.) 

       ii. Σελ πηζαλόηεηα ηνπ ελδερνκέλνπ : « Η νηθνγέλεηα ηνπ καζεηή 

           πνπ επηιέμακε λα έρεη ηνπιάρηζηνλ δύν παηδηά» . (3 μον.) 

        

Θέμα 3
ο
: 

Ρίρλνπκε έλα ακεξόιεπην λόκηζκα δύν θνξέο θαη ζεσξνύκε 

ην ελδερόκελν Α: «λα θέξνπκε ηνπιάρηζηνλ κία θνξά θεθαιή». 

Α. Να βξείηε ην δεηγκαηηθό ρώξν ηνπ πεηξάκαηνο θαη ζηε 

     ζπλέρεηα λα ππνινγίζεηε ηελ πηζαλόηεηα λα ζπκβεί  

     ην ελδερόκελν Α .      (8 μον.) 

 Β. Αλ 
3

P(A)
4

   , Ω ν δεηγκαηηθόο ρώξνο ηνπ πξνεγνύκελνπ 

      πεηξάκαηνο , 
1

x 0,
2


   


   θαη δίλεηαη ν πίλαθαο ζπρλνηήησλ : 
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Σηκέο ηεο 

κεηαβιεηήο 

yi 

 

΢πρλόηεηεο 

vi 

 

22x P(A)  3 

23x P(A')  2 

xP( )  3 

  i. Να ππνινγίζεηε (σο ζπλάξηεζε ηνπ x) ηε κέζε ηηκή y   

       ηεο κεηαβιεηήο y .                 (9 μον.) 

  ii. Αλ 
26x 3x

y
8


   λα βξείηε ηα αθξόηαηα ηεο 

1
f (x)

y
  .            (8 μον.) 

        

Θέμα 4
ο
: 

 Έζησ  1 20,1,2, ,      κε 1 2    ν δεηγκαηηθόο ρώξνο ελόο 

 πεηξάκαηνο ηύρεο θαη ην ελδερόκελν  1 2,      , ώζηε λα 

 ηζρύνπλ :
1

P(A)
2

   , 1

P(2)
P(0) 2P(1) P( )

2
    .  

A. Να βξείηε ηηο πηζαλόηεηεο ησλ ζηνηρεησδώλ  ελδερνκέλσλ  

     ηνπ Ω. (5 μον.) 

Β. Αλ ε θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο 3 2f (x) x 4x 15x 1
3


      

     έρεη εθαπηνκέλε ζην 0x 1  παξάιιειε ζηελ επζεία : y 8x   

     θαη ηα σ1,σ2 είλαη ζέζεηο ηνπηθώλ αθξόηαησλ ηεο f  , ηόηε λα 

     βξείηε ηα α , σ1,σ2 .  (8 μον.) 

Γ. Γηα α=1 , σ1=3 θαη σ2=5 : 

      i. Να βξείηε ηελ πηζαλόηεηα ηνπ ελδερνκέλνπ: 

           2

x 2

f ''(x) 4 26
B : lim 5

33x 2 2

 
       

  
 . (4 μον.) 

      ii. Να βξείηε ηελ πηζαλόηεηα ηνπ ελδερνκέλνπ 

            Γ: «δελ πξαγκαηνπνηείηαη θαλέλα από ην Α θαη   .   (4 μον.) 

      iii. Να δείμεηε όηη 
1

P(A B)
2

  .   (4 μον.) 

 

                                              ΚΑΛΗ ΔΠΙΤΥΦΙΑ 
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                           ΑΠΑΝΤΗΣΔΙΣ (ΔΝΓΔΙΚΤΙΚΔΣ) 

 

Θέμα1
ο
: 

   Α.i. •Αλ κία ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ 

            θαη ηζρύεη f '(x) 0   γηα θάζε εζσηεξηθό ζεκείν Γ , ηόηε ε f 

            είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Γ . 

          • Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη 

            ηζρύεη f '(x) 0   γηα θάζε εζσηεξηθό ζεκείν Γ , ηόηε ε f είλαη 

            γλεζίσο θζίλνπζα ζην Γ . 

 

        ii. Η αζξνηζηηθή ζπρλόηεηα Νi εθθξάδεη ην πιήζνο ησλ  

            παξαηεξήζεσλ πνπ είλαη κηθξόηεξεο ή ίζεο ηεο ηηκήο xi. 

        

        iii. Έζησ Ω έλαο δεηγκαηηθόο ρώξνο κε ηζνπίζαλα  ελδερόκελα 

             θαη Α έλα ελδερόκελν απηνύ .Σόηε νξίδνπκε σο πηζαλόηεηα 

             ηνπ ελδερνκέλνπ Α , ηνλ αξηζκό : 

                  
N(A) Πιήζνο Δπλντθώλ Πεξηπηώζεσλ

P(A)
N(Ω) Πιήζνο Γπλαηώλ Πεξηπηώζεσλ

   

             Δίλαη: 0 P(A) 1   θαη P(Ω)=1. 

        

        iv.                                               

 

 

 

 

 

              Γηα ηα ελδερόκελα Α θαη Β έρνπκε: 

             N(A B) N(A) N(B) N(A B)      ,Οπόηε:      

             
N(A B) N(A) N(B) N(A B)

N(Ω) N(Ω) N(Ω) N(Ω)

 
    Γειαδή,  

              P(A B) P(A) P(B) P(A B)     . 

Β. i.      
2 23f '(x) (x 1) ' 3 x 1 x 1 ' 3 x 1         . 

     ii.  8 3 7 2g'(x) x 5x ' 8x 15x    . 

     iii.      x x xh '(x) e x ' e ' x e x '         

                       x x xe εκx e ζπλx e εκx ζπλx   . 



 

                                                                                      

                                                                                               Είμαζηε ηυχεροί που είμαζηε δάζκαλοι  
 

5 

www.efklidis.edu.gr                                                                                         Τρίκαλα ηηλ.-fax(24310-36733) 

    iv.  4 3'(x) 5x ln 2 ' 20x    . 

    v.  
   

2 2

x ' x x x 'x x x x
s '(x) '

x x x

      
   

   
. 

  

 Γ. i. Λ     ii. Λ    iii. ΢       

 

          

Θέμα 2
ο
: 

 Α. Η ζπλάξηεζε 
3f (x) x 3x 7   νξίδεηαη ζε όιν ην   θαη είλαη 

     παξαγσγίζηκε ζ’ απηό σο πνιπσλπκηθή. 

     Έρνπκε:  3 2f '(x) x 3x 7 ' 3x 3,x      . 

     Λύλνπκε ηελ εμίζσζε: 

      2 2f '(x) 0 3x 3 0 3 x 1 0 x 1          . 

     Λύλνπκε ηελ αλίζσζε: 
νκ.ηνπ α

2f '(x) 0 3x 3 0 x 1 ή x>1       . 

     Ο πίλαθαο πξνζήκσλ ηεο f 'είλαη: 

   

   

 

 

 

                              Σ.Μ.          Σ.Δ. 

     Η f παξνπζηάδεη ηνπηθό κέγηζην γηα x=-1ην f ( 1) 1 3 7 9       

     θαη ηνπηθό ειάρηζην γηα x=1ην f (1) 1 3 7 5    . 

     Άξα,   α=5 θαη β=9 . 

B. Ο πίλαθαο ζπρλνηήησλ γίλεηαη: 

      

Αριθμός 

αδερφών 

xi 

Αριθμός 

μαθητών 

vi 

 

xiνi Ni 

0 α 0 5 

1 β 9 14 

2 8 16 22 

3 3 9 25 

Σύνολο 25 34 - 

x -         -1            +1           +  

f '  + - + 

f       
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     Γηα ηε κέζε ηηκή έρνπκε: 

4

i i

i 1

x λ
34

x 1,36
λ 25

  


. 

 

Γ. Γηα ηε δηάκεζν πξνζζέηνπκε ηε ζηήιε Νi ζηνλ πίλαθα. 

     
1 1 2 1 2Ν λ ,  Ν Ν λ ,  θ.ν.θ.    

     Σόηε, λ=25(πεξηηηόο) άξα 
εδ 13 παξαηήξεζε 1  . 

Γ. i. Έζησ Α ην ελδερόκελν: «Ο καζεηήο πνπ επηιέμακε λα έρεη ην πνιύ 

        δύν αδέξθηα». Σόηε Ν(Α)=Ν3=22 θαη εθόζνλ ηα ελδερόκελα είλαη 

        ηζνπίζαλα, έρνπκε όηη: 
N(A) 22

P(A)
N(Ω) 25

  . 

     ii. Έζησ Β ην ελδερόκελν: «Η νηθνγέλεηα ηνπ καζεηή λα έρεη  

        ηνπιάρηζηνλ δύν παηδηά». Δθόζνλ ε νηθνγέλεηα έρεη ηνπιάρηζηνλ 

        2 παηδία, ν καζεηήο ζα έρεη ηνπιάρηζηνλ 1 αδεξθό. Οπόηε , 

        Ν(Β)= 2 3 4λ λ λ 20    άξα 
N(B) 20

P(B)
N(Ω) 25

  . 

 

 

Θέμα 3
ο
: 

Α. Με δελδξνδηάγξακκα έρνπκε:  

             1
ε 

ξίςε              2
ε
 ξίςε  

                           Κ 

                Κ 

 Γ 

 

                         Κ 

               Γ    

 Γ 

    Σόηε ν δεηγκαηηθόο ρώξνο Ω ηνπ πεηξάκαηνο είλαη: 

              Ω ΚΚ,ΚΓ,ΓΚ,ΓΓ . 

    Σν ελδερόκελν Α είλαη  Α ΚΚ,ΚΓ,ΓΚ . 

    Σα ελδερόκελα είλαη ηζνπίζαλα, νπόηε 
N(A) 3

P(A)
N(Ω) 4

  . 
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Β. Δίλαη 
3 1

P(A) ,  P(A')=1-P(A)=  θαη P(Ω)=1
4 4

 . Οπόηε: 

     

Τιμές της 

μεταβλητής 

yi 

 

Σστνότητες 

νi 

 

yiνi 

23x

2
 

3 29x

2
 

23x

4
 

2 23x

2
 

x 3 3x 

Σύνολο 8 26x 3x  

      

    i.  Η κέζε ηηκή είλαη:  

                     

3

2i i

i 1

y λ
6x 3x

y
λ 8

 
 


 

                     

 

    ii. Δίλαη  
2 2

1 1 8
f (x)

6x 3x 6x 3xy

8

  
 

. 

       Η f νξίδεηαη όηαλ 2 1
6x 3x 0 3x(2x 1) 0 x 0 θαη x

2
         . 

       Η f είλαη παξαγσγίζηκε σο ξεηή πνιπσλπκηθή κε: 

       

 
 

 
2

2 22 2 2

8 8 8(12x 3)
f '(x) ' 6x 3x '

6x 3x 6x 3x 6x 3x

 
       

   
= 

                 

 
2

2

24(4x 1)

6x 3x





. 

       Λύλνπκε ηελ εμίζσζε: 

 
2

2

24(4x 1)
f '(x) 0 0 4x 1 0

6x 3x


      


 

                                              
1

x
4

   . 
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       Λύλνπκε ηελ αλίζσζε: 

 

 
2

26x 3x 0

2
2

24(4x 1)
f '(x) 0 0

6x 3x

 


    


 

                                
1

24(4x 1) 0 4x 1 0 4x 1 x
4

            . 

      Ο πίλαθαο πξνζήκσλ ηεο f '  είλαη: 

x        
-         

1

2
             

1

4
             0              

f '  + 

 

+ 

 

- 

 

- 

 

f         

                                                 Ο.Μ. 

       Η f παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην γηα 
1 1 64

x  ην f
4 4 3

 
     

 
. 

 

 

   Θέμα 4
ο
: 

   Α. Ο δεηγκαηηθόο ρώξνο είλαη  1 2 1 2Ω 0,1,2,σ ,σ  κε σ σ   θαη  

         1 2Α σ ,σ  κε 
1

P(A)
2

 . 

       Όκσο, 
1 2 1 2

1
P(A) P(σ ) P(σ ) άξα P(σ ) P(σ )

2
     (1). 

      Δπίζεο, P(0)=2P(1)=
1

P(2)
P(σ )

2
 . 

      Οπόηε, 1
1 1

P(σ )
P(0) P(σ ),P(1) ,P(2) 2P(σ )

2
   . 

       Γλσξίδνπκε όηη 
(1)

1 2P(Ω) 1 P(0) P(1) P(2) P(σ ) P(σ ) 1         

       
2

1
1 1 1 1 1

P(σ ) 1
P(σ ) 2P(σ ) 1 2P(σ ) P(σ ) 4P(σ ) 2 1

2 2



           

      17P(σ ) 1 
1

1
P(ω )

7
 . 

      Σόηε, 
2 1

1 1 1 7 2
P(σ ) P(σ )

2 2 7 14


     

2

5
P(ω )

14
 . 

       Δπίζεο, 1P(0) P(σ )  άξα 
1

P(0)
7

 . 
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                     1P(σ )
P(1)

2
  άξα 

1
P(1)

14
 . 

                     
1P(2) 2P(σ )  νπόηε έρνπκε 

2
P(2)

7
 . 

Β. Η 3 2f (x) x 4x 15x 1
3


     νξίδεηαη ζην θαη είλαη παξαγσγίζηκε  

     σο πνιπσλπκηθή κε 
2f '(x) αx 8x 15   . Δθόζνλ ε Cf δέρεηαη  

     εθαπηνκέλε ζην 
0x 1  πνπ είλαη παξάιιειε ζηελ y 8x , ζα είλαη 

     f '(1) 8 α 8 15 8     α=1.  

     Γηα α=1 είλαη 3 21
f (x) x 4x 15x 1

3
     θαη 

2f '(x) x 8x 15   .   

     Λύλνπκε ηελ εμίζσζε: 
2f '(x) 0 x 8x 15 0 x 3 ή x=5       . 

     Λύλνπκε ηελ αλίζσζε: 
νκ.ηνπα

2f '(x) 0 x 8x 15 0 x 3 ή x>5       . 

     Ο πίλαθαο πξνζήκσλ ηεο f 'είλαη: 

     

x -            3           5          +  

f '  + - + 

f       

                                Σ.Μ.      Σ.Δ. 

      

     Σα 1 2σ ,σ  είλαη νη ζέζεηο ησλ αθξόηαησλ ηεο f δειαδή ην 3 θαη ην 5 

     θαη εθόζνλ 1 2σ σ  είλαη ω1=3 θαη ω2=5. 

Γ. Δίλαη  Ω 0,1,2,3,5 . 

    i.Γηα ην ελδερόκελν Β έρνπκε:  

          2f ''(x) f '(x) ' x 8x 15 ' 2x 8       

       Οπόηε: 

0

0

x 2 x 2 x 2

f ''(x) 4 2x 8 4 2x 4
lim lim lim

3x 2 2 3x 2 2 3x 2 2

 
 
 

  

   
  

     
 

                    
  

  
  

x 2 x 2

2 x 2 3x 2 2 2 x 2 3x 2 2
lim lim

3x 2 43x 2 2 3x 2 2 

     
 

    
 

                    
     

x 2 x 2

2 x 2 3x 2 2 2 x 2 3x 2 2
lim lim

3x 6 3(x 2) 

     
 

 
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 

x 2

2 3x 2 2 8
lim

3 3

 
 . 

        Δίλαη 2 2 226 8 18
ι 5ι ι 5ι 0 ι 5ι 6 0

3 3 3
              

                  λ=2 ή λ=3. 

       Οπόηε,    Β ι Ω / ι 2 ή ι=3 2,3    . 

       Σόηε: P(Β)=P(2)+P(3)=
2 1 3

7 7 7
  . 

     ii. Δίλαη  Α 3,5  θαη  Β 2,3 ,  Α Β 2,3,5  . 

          Οπόηε    A B ' 0,1  . Δπνκέλσο ε δεηνύκελε πηζαλόηεηα είλαη:      

                    
1 1 3

P A B ' P(0) P(1)
7 14 14

        . 

     iii. Δίλαη 
1 1 1 1

P(A B) P(A) P(A B) P(A B)
2 2 2 2

            

           P(A B) 0   πνπ ηζρύεη.                                 


