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Εήηημα 1
ο
: 

 

Α. Έζησ κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ 

     Αλ ● Η f είλαη ζπλερήο ζην Γ 

           ● f '(x) 0  ζε θάζε εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ, λα δείμεηε  

               όηη ε f είλαη ζηαζεξή ζην Γ.                                            (Μον.8) 

Β. Να δηαηππώζεηε ην ζεώξεκα ηνπ Rolle θαη λα δώζεηε 

    ηε γεσκεηξηθή ηνπ εξκελεία                                                      (Μον.4) 

Γ. Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηεο παξαγσγίζηκεο ζπλάξηεζεο f , 

    ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο .                   (Μον.3) 

 

Γ. Να ραξαθηεξίζεηε σο (Σ) ή (Λ) ηηο πξνηάζεηο : 

    1. Αλ 
2

f (2x 3) x 5x 7     , ηόηε   

       
h 0

f ( 1 h) f ( 1) 3
lim

h 2

   
                                                          Σ     Λ                                                            

    2. Σην δηπιαλό ζρήκα ε επζεία (ε) 

        εθάπηεηαη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f 

        ζην Γ(2,ς) θαη δηέξρεηαη από ηα ζεκεία 

        Α(-2,0) , Β(0,1) .Αλ  
3

g(x) x f (x),  ηόηε 

        g'(2) 28                                                                                   

                                                                                                          Σ     Λ 

 

    3. Αλ 
0x x

lim f (x) 


  θαη  θαη
0x x

lim f (x) 


  , ηόηε  

        ε f έρεη όξην ζην x0 , αλ θαη κόλν αλ ι=0                                 Σ    Λ  

                                                

    4. Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζ΄έλα 

        δηάζηεκα Γ ηόηε κεηαμύ δύν δηαδνρηθώλ ξηδώλ 

        ηεο f΄ ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ηεο f .                              Σ    Λ  

                                               

    5. Αλ ε ζπλάξηεζε  f : ,    δελ είλαη ζηαζεξή ,  

        ηόηε δελ είλαη ζπλερήο ζην  ,                                              Σ    Λ    

                                                                                                        ( Μον.10) 
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Εήηημα 2
ο
: 

 

Α. Αλ  f : , R    ζπλερήο , κε ζηαζεξή θαη  α<γ<δ<β  λα 

     δείμεηε όηη ππάξρεη ( , )    ώζηε :  

     f ( ) 2f ( ) 3f ( ) 4f ( ) 10f ( )                                              (Μον.6) 

 

Β. Η ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί ζην  1,2  ηηο ππνζέζεηο ηνπ  

    ζεσξήκαηνο Bolzano .Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε 

    
3 2 2

f (x) 4f (x) 5f (x) x 3x 2      έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ 

    ξίδα ζην (1,2)                                                                             (Μον.6) 

 

Γ. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε 
3 x

x e ln x 4    έρεη κνλαδηθή 

     ξίδα                                                                                           (Μον.6) 

 

Γ. Η ζπλάξηεζε f : R R  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε θαη ε 

    γξαθηθή ηεο παξάζηαζε ηέκλεη ηνλ x΄x ζην Μ(-2 ,0) .Να 

    απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε 
4 3 2

f (x x x x) 0     έρεη κηα 

    ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (1,2)                                                       (Μον.7) 

 

 

 

Εήηημα 3
ο
: 

 

A. Γίλνληαη ε επζεία : y 6x 3     θαη ε θακπύιε 
4 2

C: y x x 8   . 

     1. Να δείμεηε όηη ε επζεία (δ) δελ ηέκλεη ηελ θακπύιε (C)      (Μον.6) 

     2. Να βξείηε ην ζεκείν Μ ηεο C ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε 

         είλαη παξάιιειε ηεο (δ) .                                                      (Μον.6)             

     3. Αλ Μ(-1,10) , λα βξείηε ηελ ειάρηζηε απόζηαζε ηεο 

         θακπύιεο (C) από ηελ (δ) .                                                    (Μον.6) 

 

Β. Έζησ ζπλάξηεζε f : R R  δύν θνξέο παξαγσγίζηκε θαη 

     , R( )      κε f(α)=f(β)=0. Αλ f (c) 0  γηα έλα c ( , )  , 

     λα δείμεηε όηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ( , )    ώζηε  f ''( ) 0                                                                                                                                                                      

                                                                                                        (Μον.7) 
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Εήηημα 4
ο
: 

 

 Σπλάξηεζε f νξίδεηαη ζην Α=(0,+ )  θαη γηα θάζε , (0, )     

 ηζρύεη f ( ) f ( ) f ( )              (1) 

 

 1. Να δείμεηε όηη f(1)=0                                                                 (Μον.3) 

 

 2. Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην x1=1 κε f΄(1)=2012 λα δείμεηε 

     όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην Α θαη γηα θάζε x>0 ηζρύεη 

     xf '(x) f (x) 2012x                                                                  (Μον.8) 

 

 3. Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f                                                            (Μον.7) 

 

 4. Αν f (x) 2012 x ln x    θαη 
x 0

lim (x ln x) 0




   λα βξείηε 

     πόζεο ξίδεο έρεη ε f                                                                     (Μον.7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΚΑΛΖ ΔΠΗΤΥΦΗΑ 
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ΑΠΑΝΤΖΣΔΗΣ (Δνδεικηικές) 

 

Εήηημα 1
ο
: 

 A.Θεσξία     Β. Θεσξία      Γ. Θεσξία 

 Γ. 1Σ ,      2Λ ,     3Σ ,      4Λ ,      5Σ 

 

Εήηημα 2
ο
: 

 Α. Αθνύ ε f είλαη ζπλερήο ζην  ,   έρεη ειάρηζηε (m) θαη κέγηζηε 

      (Μ) ηηκή . Έηζη ζα ηζρύεη : 

       
( )

m f ( ) m f ( )
m f ( ) 2m 2f ( ) 2
m f ( ) 3m 3f ( ) 3
m f ( ) 4m 4f ( ) 4

 
 
 
 


    

     
      

      

 

         10m f ( ) 2f ( ) 3f ( ) 4f ( ) 10          

 

         
f ( ) 2f ( ) 3f ( ) 4f ( )

m
10

     
    

         Άξα , ζύκθσλα κε ην Θ.Δ.Τ , ππάξρεη ( , )    ώζηε 

         
f ( ) 2f ( ) 3f ( ) 4f ( )

f ( )
10

   


  
  δειαδή 

          f ( ) 2f ( ) 3f ( ) 4f ( ) 10 f ( )         . 

 

  Β. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε 
3 2 2

g(x) f (x) 4f (x) 5f (x) x 3x 2       

       ή 
2 2

g(x) f (x) f (x) 4f (x) 5 x 3x 2       
 

 

       ● Η g είλαη ζπλερήο ζην   1,2 σο πξάμεηο ζπλερώλ . 

       ● 
2

g(1) f (1) f (1) 4f (1) 5    
 

 , 
2

g(2) f (2) f (2) 4f (2) 5    
 

 

       Τα ηξηώλπκα 
2

f (1) 4f (1) 5   θαη 
2

f (2) 4f (2) 5   έρνπλ Γ<0 

       είλαη επνκέλσο ζεηηθά .Δπίζεο f (1) f (2) 0   νπόηε θαη  

       g(1) g(2) 0   .Σύκθσλα ινηπόλ κε ην ζ.Bolzano γηα ηελ g , ππάξρεη 

       ηνπιάρηζηνλ έλαο 0x (1,2)  ώζηε 0g(x ) 0  
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 Γ. Η εμίζσζε 
3 x

x e ln x 4    γξάθεηαη 
3 x

x e ln x 4 0     . Θεσξώ 

     ηε ζπλάξηεζε 
3 x

f (x) x e ln x 4     πνπ έρεη (0, )   ζην νπνίν 

     είλαη ζπλερήο .Έρεη : 

     
3 x

x 0 x 0

lim f (x) lim (x e ln x 4)
 

 

    =0 1 ( ) 4       , 

      
3 x

x x
lim f (x) lim (x e ln x 4)
 

    =( ) ( ) ( ) 4         

      Άξα ζύλνιν ηηκώλ f(A)=R ζην νπνίν πεξηέρεηαη ην 0 . Η f ινηπόλ έρεη  

      ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα . 

      Δπίζεο 
2 x 1

f '(x) 3x e 0
x

     , άξα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα νπόηε 

      ε ξίδα είλαη κνλαδηθή . 

 

Γ. Η εμίζσζε 
4 3 2

f (x x x x) 0     γξάθεηαη 

    
4 3 2

f (x x x x) f ( 2)    
f "1 1"


4 3 2

x x x x 2       

    
Horner4 3 2

x x x x 2 0      
3

(x 1) (x x 2) 0      

    Η ζπλάξηεζε  
3

g(x) x x 2    είλαη ζπλερήο ζην  1,2  κε g(1)=-2 , 

    g(2)=4 νπόηε , από ην Θ.Bolzano πξνθύπηεη όηη ππάξρεη κηα ξίδα ηεο g 

    ζην(1,2) Άξα θαη ε αξρηθή εμίζσζε έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (1,2). 

 

     

 

 

Εήηημα 3
ο
: 

 

Α. 1. Από ην ζύζηεκα 
4 2

4 2
y 6x 3

x x 8 6x 3
y x x 8

   
      

   
 

         
4 2 4 2

x x 6x 11 0 x (x 6x 11) 0          .Τν ηξηώλπκν  

         
2

x 6x 11   έρεη 
2

6 4 1 11 36 44 0         άξα είλαη ζεηηθό . 

         Η εμίζσζε ινηπόλ είλαη αδύλαηε . Έηζη ε (δ) θαη ε (C) δελ έρνπλ 

         θνηλά ζεκεία . 
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      2. Αλ 
4 2

f (x) x x 8    θαη 0 0(x ,f (x )) .  

          ην δεηνύκελν ζεκείν ηόηε 0f '(x ) 6    

          3 3
0 0 0 04x 2x 6 4x 2x 6 0                         

 

          3
0 02x x 3 0    κε πξνθαλή ξίδα ηελ 

          0x 1   θαη κνλαδηθή γηαηί ε                      

        3 2 g(x)=2x +x+3  έρεη  ( ) 6 1 0 άξα είλαη g x x     
          Τν ζεκείν είλαη ην Μ(-1,0). 

        

    3. Δίλαη  d(M,δ)=
2 2

6 ( 1) 10 3 7

376 1

   



                  

          

 

Β. ●Η  f είλαη ζπλερήο ζηα    , ,   ,c c   

     ●Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζηα    , ,  ,c c    

      Σύκθσλα κε ην Θ.Μ.Τ. ππάξρεη 1 2( , ), μ ( , )  ώζηε:c c     

      

1

2

( ) ( ) ( )
 ( ) 0  θαη

( ) ( ) ( )
( ) 0      

f c f a f c
f

c a c a

f f c f c
f

c c






 


   

 


    

 
(1 )

 

 

    Αθόκε: 

    ●  1 2 f  είλαη ζπλερήο ζην ,   

    ● Η 1 2 είλαη παξαγσγίζηκε ζην (μ , )f   

    Σύκθσλα κε ην Θ.Μ.Τ.  ππάξρεη 1 2 (μ , )  ώζηε: 

   2 1
1 2 2 1

2 1

( ) ( )
( ) 0  αθνύ f (μ ),  f (μ ) 0 θαη μ 0

f f
f

 
 

 

 
      


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Εήηημα 4
ο
: 

1. Η  (1) , γηα α=β=1 γίλεηαη f(1)=f(1)+f(1) δει. f(1)=0  

(1)

1

1 1

Aλ  0,   ηόηε:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim

( 1)

( ) ( 1) ( ) ( ) (( ) (1)
lim lim (1)

( 1) ( 1) 1

o

o o

o o

x
y

x
o o o o o o

x x x x y
o o o o

o o o

y y
o o o

x x x

f x f x f x y f x x f y yf x f x

x x x y x x y

x f y y f x f x f xf y f
f

x y x y y x



  

 

 

   
  

  

    
       

     

2. 

)

( ) ( )
2012  R γηα θάζε x >0 νπόηε θαη  ( ) 2012 ,

. x ( ) ( ) 2012   (2).

o

o

o
o

o

x

f x f x
f x

x x

f x f x x



    

  

 

3. Απ΄ ηελ (2) είλαη: 

  

   
2 2

( ) ( )( ) 2012 ( )
( ) (2012ln )

( )
2012ln   

xf x f x x x f x
x

xx x

f x
x c

x

 
    

  (3)

 

   Γηα ρ=1 , απ΄ ηελ (3) είλαη 0=0+c δει.c=0 άξα
( )

2012ln
f x

x
x

  δει. 

  f(x)=2012 x lnx 

 

4. H f(x)=2012xlnx έρεη  

        1( ) 2012 ln 2012 2012(ln 1),  ξίδα ηελ x=ef x x x x       

θαη πξόζεκν θαζώο θαη κνλνηνλία όπσο θαίλεηαη  ζηνλ πίλαθα.                                                                                           

Η f έρεη ειάρηζην 

ην 1 1 1 2012
( ) 2012 lnf e e e

e

      

Αλ  1
1 1

2012
0,   f(A ) 0,e ό

e
   

      
 ζην 

νπνίν πεξηέρεηαη ην κεδέλ ,νπόηε ε f – ιόγσ ηεο κνλνηνλίαο– έρεη 

ζην Α1 κία ξίδα. 

Τν 11 ( , ),  f(1)=0 e  θαη ιόγσ ηεο κνλνηνλίαο είλαη θη απηό 

κνλαδηθή ξίδα ζην 1( , )e  . 

Η f ινηπόλ έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο. 


