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ΕΖΤΖΜΑ  1
0
  

 

Α. Να απνδείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο C θαη C΄ ησλ  

     ζπλαξηήζεσλ f θαη f
-1 

είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία  

     y=x πνπ δηρνηνκεί ηηο γσλίεο   xOy θαη x΄Oy΄.       (Μον.10) 

 

Β. Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηνπ ζπλόινπ C ησλ κηγαδηθώλ  

     αξηζκώλ.                                                                                     (Μον.5) 

 

Γ. Να ζεκεηώζεηε ην (Σ) ή ην (Λ) ζηηο πξνηάζεηο: 

     1.Γηα θάζε κηγαδηθό αξηζκό z ηζρύεη iz z      Σ Λ  

     2. Αλ 2z  , ε κέγηζηε ηηκή ηνπ 2009z   είλαη 2011.    Σ Λ 

     3. Αλ ππάξρεη ην όξην ηεο ζπλάξηεζεο f ζην xo θαη lim ( ) 0
ox x

f x


 , 

         ηόηε lim ( ) 0
ox x

f x


 .         Σ Λ 

     4.Αλ lim ( ) 0,    lim ( ) 0
o ox x x x

f x l g x
 

      θαη   g(x)0 θνληά ζην xo ,  

        ηόηε  
( )

lim
( )ox x

f x

g x
           Σ Λ 

     5. Μία ζπλάξηεζε πνπ είλαη «1-1» ζην δηάζηεκα Δ είλαη θαη      Σ      Λ 

         γλεζίσο κνλόηνλε  ζε απηό.           (Μον.10) 

 

ΕΖΤΖΜΑ  2
0
  

Δίλεηαη ε εμίζσζε 
2

2,   z  κε z 0.z C
z

     

1.Να βξείηε ηηο ξίδεο z1,z2 ηεο εμίζσζεο.            (Μον.7) 

 

2.Να δείμεηε όηη z1
2010

+z2
2010

=0.                      (Μον.6) 

 

3.Αλ γηα ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο w ηζρύεη 1 24 3w i z z      

   ηόηε λα βξείηε ην γεσκεηξηθό ηόπν ησλ εηθόλσλ ησλ w ζην  

   κηγαδηθό επίπεδν.                 (Μον.7)  

4.Να απνδείμεηε όηη 3 7w  .               (Μον.5) 
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ΕΖΤΖΜΑ  3
0
  

 

Α. Αλ γηα θάζε x0 ηζρύεη 4 ( ) 4x f x x    λα βξείηε ηα όξηα: 

    1.
4

lim ( )
x

f x


     2.
4

( ) 8
lim

4x

f x

x



      
 3. 

4

( ) 8
lim

5 3x

f x

x



 
  4. 

24

( ) 5 3
lim

5 4x

f x

x x

 

 
    

                             (Μον.16) 

 

Β. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε ( ) 4 ,   z Cf x x z z    . 

    1.Να δείμεηε όηη αληηζηξέθεηαη                      (Μον.3) 

    2.Αλ νη  1  θαη  Cf f
C   έρνπλ κόλν έλα θνηλό ζεκείν,  λα βξείηε ην  

       γεσκεηξηθό ηόπν ησλ εηθόλσλ Μ(z).             (Μον.3)       

    3.Αλ νη εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ z1, z2 αλήθνπλ ζηνλ πξνεγνύκελν   

       γεσκεηξηθό ηόπν, λα απνδείμεηε όηη 1 25 8 0z z   .                  (Μον.3)
 

 

 

ΕΖΤΖΜΑ  4
0
  

 

Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε  3( ) 2f x x x   . 

1.Να δείμεηε όηη αληηζηξέθεηαη.                (Μον.3) 

2.Να βξείηε ηελ ηηκή  1(4)f                 (Μον.3) 

3.Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο  1( ) 12  θαη  f ( ) 2f x x               (Μον.4) 

4.Να βξείηε ηα θνηλά ζεκεία ηεο  1f
C   κε ηνπο άμνλεο θαζώο θαη  

   κε ηελ επζεία y=x.                (Μον.5) 

5.Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε:  2 3 3 2(2 ) 2x x x x        .          (Μον.6) 

6.Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε   1( ) 3f x  .             (Μον.4) 

 

 

 

 

ΚΑΛΖ  ΔΠΗΤΥΦΗΑ 
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ΑΠΑΝΤΖΣΔΗΣ    (ΔΝΓΔΗΚΤΗΚΔΣ) 

Εήηημα 1
ο
: 

Α. Θεσξία  Β. Θεσξία  Γ. 1Σ  ,  2Σ  ,  3Σ  ,  4Λ  ,  5Λ. 

 

Εήηημα 2
ο
: 

1.Η εμίζσζε 
2

2z
z

   γξάθεηαη 2 2 2 0z z     , έρεη 2( 2) 4 1 2 4 0          θαη 

ξίδεο 
2 4 2 2

 
2 2

i i
z

 
    1   ή  z=1-z i i   

2.Είλαη: 
2010 2010 2 1005 2 1005 2 1005 2 1005 1005 1005 1005 1005

1 2 1 2( ) ( ) [(1 ) ] [(1 ) ] (2 ) ( 2 ) (2 ) (2 ) 0z z z z i i i i i i              

 

2
ος

 ηρόπος: 

Είλαη:     
2010 2010 2010 2010 2010 2010

1 2

2010 2010 2010 2010 2 2010 2010 2010

(1 ) (1 ) (1 ) [ (1 )]

(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) 0

z z i i i i i

i i i i i i i i

         

              
 

3.Είλαη :  1 24 3 (4 3 ) (1 ) (1 )

(4 3 ) 2 (4 3 ) 2 (4 3 ) 2

w i z z w i i i

w i i w i i w i

           

          
 

Άξα ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ Μ(w) είλαη θύθινο θέληξνπ  

Κ(4,-3) θαη αθηίλαο ξ=2. 

 

2
ος

 ηρόπος: 

Είλαη  1 24 3w i z z     θαη αλ w x yi   ηόηε 4 3 (1 ) (1 )x yi i i i         δειαδή 
2 2 2( 4) ( 3) 2 ( 4) ( 3) 2x y i x y         . 

 

4.Είλαη  (4 3 ) 2w i    θαη από ηξηγσληθή αληζόηεηα  

   (4 3 ) 4 3 2 5 3w i w i w w            θαη     

   (4 3 ) 4 3 5 2 5 7w i w i w w w             

   Έηζη 3 7w  . 
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2
ος

 ηρόπος: 

Είλαη    max

min

( ) ( ) 5 2 7

( ) ( ) 5 2 3

w OB OK

w OA OK





     

     
  

Άξα  3 7w                                                                                                      

 
 

Εήηημα 3
ο
: 

 

Α. Έρνπκε όηη γηα θάζε x>0 ηζρύεη 4 ( ) 4x f x x     (1) 

 

1.Είλαη 
4 4

lim(4 ) 8 ,  lim( 4) 8
x x

x x
 

     θαη από Κ.Π. είλαη θαη  
4

lim ( ) 8
x

f x


 . 

 

2.Από ηελ (1) 4 8 ( ) 8 4x f x x       (2) 

● Αλ  
(2) 4 8 ( ) 8

4 1
4 4

x f x
x

x x

 
   

 
 θαη επεηδή 

4 4 4

4 8 4( 2) 4
lim lim lim 1

4 ( 2)( 2) 2x x x

x x

x x x x
    

 
  

   
  ,   

4
lim 1
x 

   από Κ.Π. είλαη θαη  

4

( ) 8
lim 1

4x

f x

x





. 

 

● Αλ 
(2) 4 8 ( ) 8

4 1
4 4

x f x
x

x x

 
   

 
 θαη από Κ.Π. ,όκνηα είλαη 

4

( ) 8
lim 1

4x

f x

x





. 

Άξα 
4

( ) 8
lim 1

4x

f x

x
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3.   
4 4 4

4

( ) 8 ( ( ) 8)( 5 3) ( ( ) 8)( 5 3)
lim lim lim

45 3 ( 5 3)( 5 3

( ) 8
lim[ ( 5 3)] 1 6 6

4

x x x

x

f x f x x f x x

xx x x

f x
x

x

  



      
  

     


    

  
 

4.Επεηδή  
4

lim( ( ) 5) 8 5 3 0
x

f x


       είλαη θαη ( ) 5 0f x    θνληά ζην 4. 

 Έηζη:
2 24 4 4

( ) 5 3 ( ) 5 3 ( ) 8 1 1 1
lim lim lim[ ] 1

5 4 5 4 ( 4) ( 1) 3 3x x x

f x f x f x

x x x x x x  

    
     

     
 

 

 

 

Β. Γηα ηελ f πξέπεη 4 0
4

z
x z x     δειαδή [ , )

4

z
    

 

1.Αλ x1,x2A κε 
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

< x 4 4 4 4

4 4 4 4 ( ) ( )

x x x x z x z

x z x z x z z x z z f x f x

      

          
 

νπόηε  ε f είλαη ↑ ζην Α. Επνκέλσο θαη «1-1» άξα αληηζηξέθεηαη. 

 

2.Επεηδή ε f είλαη ↑, τα όποια κοινά ςημεία των Cf και Cf-1 , θα 
βρίςκονται ςτη διχοτόμο y=x τησ x y .  

Από την εξίςωςη 
2

2

2 22 2

( ) 4 4 4 ( )

4 2 (2 4) 0

f x x x z z x x z x z x z x z

x z x z x z x z x z z

            

         

(1) 

Επεηδή νη Cf και Cf-1 έχουν μόνο ένα κοινό ςημείο , η (1) πρέπει να έχει 
μία λύςη, άρα πρέπει Δ=0 δηλαδή  

2 2 22 4
(2 4) 4( ) 0 4 16 16 4 4 0 20 16

5
z z z z z z z z z              . 

Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ινηπόλ ησλ M(Z) είλαη θύθινο θέληξνπ Ο(0,0) θαη 
4

5
   

3.Είλαη 
1 2 1 2

4
( ) 2

5
z z M M    άξα 

1 2 1 2

8
5 8

5
z z z z     . 

 M1 (z1) 

 

 

 

         M2 (z2) 
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Εήηημα 4
ο
: 

1.Η  3( ) 2f x x x    έρεη   θαη αλ 1 2,x x A  κε 
( )

3 3 3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2, 2 2 ( ) ( )x x x x x x x x x x x x x x f x f x


                 

Άξα ε f είλαη ↑ ζην Α. 

 

2.Είλαη f(1)=4 άξα  f
-1

(4)=1. 

 

 

3.Είλαη ●
"1 1"

( ) 12 ( ) (2) 2
f

f x f x f x


      

     ● 1( ) 2 ( 2) 8f x x f x          

 

4.●Αλ 1( ) 0 (0) 2f x x f x      . Άξα ε  Cf
-1 

ηέκλεη ηνλ x’x ζην ζεκείν   

       Κ(2,0). 

    ● Αν  x=0 τότε 1 3(0) ( ) 0 2 0 1f f               , πξνθαλήο θαη  

       ιόγσ ηεο κνλνηνλίαο, κνλαδηθή ξίδα. Άξα Cf
-1

 ηέκλεη ηνλ y’y ζην    

       Λ(0,-1). 

   ●Επεηδή ε f  είλαη γλ. αύμνπζα ηα όπνηα θνηλά ζεκεία βξίζθνληαη ζηε   

     δηρνηόκν ρ=ς. Απ΄ ηελ εμίζσζε  
     3 3 3( ) 2 2. Ά  =- 2.f x x x x x x x         

5.Είλαη:  

  

2 3 3 2 2 3 2 3

"1 1"
2 3 2 3 2

2 2

(2 ) 2 (2 ) (2 )

(2 ) (2 ) 2 2 (2 ) ( )

2 2 0 1   ή  εκx=-2 απνξξίπηεηαη, άξα x=2θπ+ ,
2

f

x x x x x x x x

x x x x f x f x

x x x x x

       

     


     



           

          

        

 

 

6.Είλαη 1 1( ) 3 ( ( )) (3) 32
f

f x f f x f x


        


