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ΘΔΜΑ  Α  
 

Α1. 1. Γώζηε ηνλ νξηζκό ηνπ ζπλόινπ C ηωλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ    (μον.5) 

 

       2. Γείμηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο C θαη C  ηωλ ζπλαξηή- 

          ζεωλ  f θαη f
-1

 είλαη ζπκκεηξηθέο ωο πξνο ηελ επζεία y=x   

          πνπ δηρνηνκεί  ηηο γωλίεο x O y


 θαη ' 'x O y


                                                           

                                                                                                          (μον.10) 

 

Α2. Να ραξαθηεξίζεηε κε Σωζηό (Σ) ή Λάζνο (Λ) ηηο πξνηάζεηο : 

      1. Ιζρύεη 3 4i 2 i                                                                      Σ     Λ 

      2.
2 2z u 0,  z,u z u 0                                                      Σ     Λ 

      3.Αλ ε f έρεη πεδίν νξηζκνύ Α= 3,5  θαη ζύλνιν ηηκώλ    

          f (A) 7,10  ηόηε νξίδεηαη ε fof .                                             Σ     Λ 

      4.Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη "
"1 1  ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο 

         ηόηε είλαη θαη γλεζίωο κνλόηνλε  ζ’ απηό.                                 Σ     Λ 

      5. Η ζπλάξηεζε f (x) (x 1) (x 2) (x 3) 2        είλαη "
"1 1      Σ     Λ                                               

      6. Αλ ε εμίζωζε 2x x 0  έρεη       ηνλ 1z  θαληαζηηθή  

          ξίδα ηόηε β=0.                                                                             Σ    Λ 

      7.
2 2z w (z w)                                                                           Σ    Λ 

      8. 1 2 1 2 1 2z z z z z z                                                          Σ    Λ 

      9. 
1f (f (x)) x, x A      θαη   1f (f (x)) x, x A                     Σ    Λ 

     10. Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζε έλα  

           δηάζηεκα Γ ηόηε ε ζπλάξηεζε –f  είλαη γλεζίωο  

           θζίλνπζα ζην Γ.                                                                         Σ    Λ                                                                    

                                                                                                          (μον.10) 
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 ΘΔΜΑ  Β 

Β1. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο 
x

x

e 1
f (x)

e 1





 θαη 

1 x
g(x) ln

1 x





 

      Να δείμεηε όηη :    

     1. ε g είλαη  "
" 11                                                                           (μον.4)  

     2.(gof )(x) x  , γηα θάζε x R                                                     (μον.4) 

     3. 1g f                                                                                          (μον.4) 

     4.Να απνδείμεηε όηη ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα.                          (μον.4)                       

     5.Αλ γηα ηνπο κηγαδηθνύο 1 2z ,z ,...,z  ηζρύεη: 

        1 2

1 2

z iz i z i
g ... g(1)

z i z i z i





  
        

 λα απνδεηρζεί όηη  

        θαλέλαο από απηνύο δελ είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο.                (μον.4)  

    

Β2.Να βξείηε ηηο ζπλαξηήζεηο f , ώζηε αλ 2g(x) x  , λα ηζρύεη 

      2(f g)(x) 1 x                                                                        (μον.5) 

 

 

ΘΔΜΑ  Γ     
 

Γ1. Γηα ηνπο κηγαδηθνύο z ηζρύεη : z 1 i z 5 3i      

      1. Να βξείηε πνπ βξίζθνληαη νη εηθόλεο ηωλ z                              (μον.4) 

      2. Να βξείηε ηελ ειάρηζηε ηηκή ηωλ  i)   z     ii) z 1 3i            (μον.6) 

 

Γ2. Έζηω νη κηγαδηθνί αξηζκνί z, w γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη  : 

       z 1 2i w 2 3i 0       θαη  ε γλεζίωο κνλόηνλε  

       ζπλάξηεζε f:R R  

      1. Να βξείηε ηηο εηθόλεο Α , Β ηωλ κηγαδηθώλ z, w αληίζηνηρα    (μον.3) 

      2. Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα αλ γλωξίδεηε όηη 

           ε fC  δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Α θαη Β                                    (μον.3) 

      3. Να ιύζεηε ηελ εμίζωζε 
1 2f ( 1 f (x x 1)) 2                     (μον.3) 

      4. Να ιύζεηε ηελ αλίζωζε 
1 2f (f (x 3x) 1) 3                           (μον.3) 

      5. Αλ f ( 2z 1) f ( z 2 )    βξείηε ην z .                                      (μον.3) 
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ΘΔΜΑ  Γ    

Γ1.Γίλεηαη  ε 

x

x

e 1, x ln
f (x)

2e 3, x 2ln

    
 

  

 

 

1. Να  βξείηε ηελ αθέξαηα ηηκή ηνπ ι ώζηε ε f λα είλαη 

    ζπλάξηεζε.                                                                                (μον.3) 

 

     2. Αλ ι=2 εμεηάζηε αλ ε f αληηζηξέθεηαη.                                     (μον.4) 

 

     3. Σηελ πεξίπηωζε πνπ ε f αληηζηξέθεηαη , εμεηάζηε αλ νη  Cf    

            θαη  1f
C    έρνπλ θνηλά ζεκεία.                                                  (μον.3) 

     4. Αλ ν ζεηηθόο αθέξαηνο  λ επαιεζεύεη ηελ εμίζωζε: 

        1 6(8 6i) 82 10 (1 i) i        ,λα ζπγθξηζνύλ νη αξηζκνί 

         f(λ) θαη f(ln7).                                                                            (μον.4) 

 

Γ2. Έζηω ζπλάξηεζε f:(0,+ )R κε ηελ ηδηόηεηα f(x)-f(y)=f(
x

y
)   

       γηα θάζε x,y>0. Αλ ε εμίζωζε f(x)=0 έρεη κνλαδηθή ξίδα, ηόηε: 

 1.Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη 1-1.                                                (μον.4) 

 2.Να ιύζεηε ηελ εμίζωζε f(x
2
+3)+f(x)=f(x

2
+1)+f(x+1).            (μον.3) 

      3.Αλ αθόκε είλαη f(x)>0 γηα θάζε x>1, λα απνδείμεηε όηη ε 

        f είλαη γλεζίωο αύμνπζα.                                                            (μον.4) 

 

 

 

                                         ΚΑΛΗ  ΔΠΙΤΥΦΙΑ     
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                                    Απανηήζεις (Δνδεικηικές) 

ΘΔΜΑ  Α 

Α1. 1 θαη 2 ζεωξία ζην ζρνιηθό βηβιίν. 

Α2. 1Λ,  2Λ,  3Λ,  4Λ,  5Λ,  6Σ,  7Λ,  8Σ,  9Λ,  10Σ 

 

ΘΔΜΑ  Β 

 

Β1. 

1. Γηα ηελ 
1 x

g(x) ln
1 x





 πξέπεη   

   
1 x

1 x




>0 g(1 x) (1 x) 0 1 x 1  άξα Α ( 1,1)           . 

   Αλ 1 2
1 2 g 1 2

1 2

1 x 1 x
x ,x A  κε  g(x ) g(x ) ln ln

1 x 1 x

 
    

 
 1 2

1 2

1 x 1 x

1 x 1 x

 


 
 

 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2(1 x )(1 x ) (1 x )(1 x ) 1 x x x x 1 x x x x                

 1 2 1 22x 2x x x     .Αξα ε g είλαη  1-1. 

2. Η 
x

x

e 1
f (x)

e 1





  έρεη πεδίν νξηζκνύ ην fA   . Η g f  , αλ νξίδεηαη,   

    ζα νξίδεηαη γηα ηα   

   
f x x xx

g
x

x
x A

e 1 e 1 e 1e 1f (x) A 1 1
e 1




           




  

   x xe 1 e 1     θαη x xe 1 e 1 x  θαη x x .            

    g fΑξα A   . 

    Ο ηύπνο ηεο είλαη:    

   

x

x xx

x x x

x

e 1
1

1 f (x) e 1 e 1e 1(g f )(x) g(f(x)) ln ln ln
1 f (x) e 1 e 1 e 1

1
e 1




      
    




 = 

    =
x

x2e
ln lne x.    (g f)(x)=x, x .

2
         

3.Δρνπκε:
g1 1

1 1(g f )(x) x g(f (x)) x g (g(f (x))) g (x)


         

   1 1f (x) g (x),  γηα θάζε  x ,  άξα  g f.      
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4. Δζηω 1 2 g 1 2 1 2 1 2x ,x A  ωζηε  x x x x 1 x 1 x            

    
1 2

1 1

1 x 1 x


 
 (1) 

   Δπίζεο: 1 2 1 2x x 1 x 1 x      (2). 

   Πνιιαπιαζηάδω ηηο (1) θαη (2) θαηά κέιε (έρνπλ ζεηηθνύο όξνπο) θαη  

  ηόηε είλαη:  1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

1 x 1 x 1 x 1 x
ln ln g(x ) g(x )

1 x 1 x 1 x 1 x

   
    

   
 

   άξα ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

 

5. Αθνύ ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα ε δνζείζα αληζόηεηα γίλεηαη: 

    1 2

1 2

z iz i z i
... 1

z i z i z i





 
   

  
. 

    Δζηω ηώξα όηη θάπνηνο απ’ ηνπο 1 2z ,z ,...,z  , ν z  γηα παξάδεηγκα  

    είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο. Τόηε  νη z i θαη z i    είλαη ζπδπγείο 

    νπόηε 
z iz i

1
z i z i



 


 

 
 άηνπν ιόγω ηεο δνζείζαο αληζόηεηαο. 

    Καλέλαο ινηπόλ απ’ ηνπο  1 2z ,z ,...,z  δελ είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο. 

 

 

Β2.  

Η g έρεη πεδίν νξηζκνύ ην gA  .Δπεηδή f g gA A    ζα ηζρύεη 

fg( ) A  .Οκωο fg( ) ( ,0]. Αξα g( ) ( ,0] .          

Δίλαη: 2 2 2 2f (g(x)) 1 x  άξα f(-x ) 1 x 1 ( x )  θαη αλ         
2x y 0    ηόηε f (y) 1 y,  y 0    δει. ε f  ζην ( ,0]  έρεη ηύπν 

f (x) 1 x  .Σην fA g( )   ε f κπνξεί λα νξηζηεί κε νπνηνλδήπνηε   

 ηξόπν. Υπάξρνπλ επνκέλωο άπεηξεο ζπλαξηήζεηο f πνπ ηθαλνπνηνύλ  

 ηηο ππνζέζεηο ηνπ εξωηήκαηνο απηνύ. Απηέο δίλνληαη από ηνλ ηύπν: 

f

1-x,         x (- ,0]
f (x)

h(x),     x A -(- ,0]
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ΘΔΜΑ  Γ 

 

Γ1. 

1. Απ’ ηελ ηζόηεηα z 1 i z 5 3i     z (1 i) z ( 5 3i)         

   νπόηε νη εηθόλεο ηνπ z βξίζθνληαη ζηε κεζνθάζεην  ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ 

   κε Α(1,1) θαη Β(-5,-3). 

 

2. 

α)Δίλαη 
3 1 2

5 1 3


 
  

 
 θαη ην κέζν Λ ηνπ ΑΒ είλαη ην 

1 5 1 3
( , ) δει. Λ(-2,-1)

2 2

 
  . Η ε έρεη εμίζωζε 

3
y ( 1) (x ( 2)) 2y 2 3x 6

2
              

:3x 2y 8 0     

Δηζη: 

i)
min 2 2

3 0 2 0 8 8
z d(O, )

133 2

   
   


 

θαη 

ii)
min 2 2

3 1 2 ( 3) 8 5
z 1 3i d( , )

133 2

    
      


  

 

Γ2. 

1.Δρνπκε όηη    

   z 1 2i w 2 3i 0      z (1 2i) 0 θαη w (2 3i) 0        νπόηε 

   z 1 2i  w=2+3i    . Αξα Α(1,-2) θαη Β(2,3). 

 

2.Αθνύ ε f είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ,1<2 θαη -2<3 δει. f(1)<f(2)  ε f είλαη 

   γλεζίωο αύμνπζα. 

3. 

   Η εμίζωζε 1 2f ( 1 f (x x 1)) 2        1 2f ( 1 f (x x 1)) f (1)       

  
f1 1

1 2 1 2

f

1 f (x x 1) 1 f (x x 1) 2


 



              

  
1 2 1 2 2f (x x 1) f (3) x x 1 3 x x 2 0 x 1 ή x=-2               
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4.Η αλίζωζε    

   1 2f (f (x 3x) 1) 3   
f

1 2 1 2f (f (x 3x) 1) f (2) f (x 3x) 1 2        


    

   1 2f (x 3x) 1     1 2 2f (f (x 3x) f(1) x 3x 2        

   
2x 3x 2 0 1 x 2         

 

5.Απ’ ηελ ηζόηεηα f ( 2z 1) f ( z 2 )  
f1 1

    

   
2 2

2z 1 z 2 2z 1 z 2 (2z 1)(2z 1) (z 2)(z 2)                

   (2z 1)(2z 1) (z 2)(z 2) 4zz 2z 2z 1 zz 2z 2z 4                

   3zz 3  
2

z 1 z 1     . 

 

ΘΔΜΑ  Γ 

 

Γ1. 

1.Γηα λα είλαη ε 

x

x

e 1, x ln
f (x)

2e 3, x 2ln

    
 

  

 ζπλάξηεζε πξέπεη θαη’ αξράο  

   λα είλαη ln 2ln , 0 ln 2ln 0 ( 2)ln 0                 

   (ln 0 θαη ι-2 0) ή (lnι 0 θαη ι-2 0) ( 1 θαηι 2,αδύλαην)           

   ή (ι 1 θαη ι 2) δει. 1 ι 2    . 

   Δπεηδή ι αθέξαηνο έρνπκε ηηο  πεξηπηώζεηο: 

  ●Αλ ι=1 ηόηε 

x

x

e 1, x 0,  f (0) 2
f (x)

2e 3, x 0,  f (0) 1

    
 

    

άξα ε f δελ είλαη     

    ζπλάξηεζε. 

  ●Αλ ι=2 ηόηε 

x

x

e 1, x ln 4,  f (ln 4) 5
f (x)

2e 3, x ln 4,  f (ln 4) 5

    
 

   

 

    άξα γηα ι=2 ε f είλαη ζπλάξηεζε. 

2. Γηα ι=2 έρνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

  ●Αλ x ln4  ε εμίζωζε    

   
y 1

x x xf (x) y e 1 y e y 1 lne ln(y 1) x ln(y 1)


              . 

 

  Πξέπεη 1x ln4 ln(y 1) ln4 y 1 4 y 5. Αξα f ( ) (1,5]           . 
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●Αλ x xx ln4  ε εμίζωζε f(x)=y 2e 3 y 2e y 3         

  x xy 3 y 3 y 3
e lne ln x ln

2 2 2

  
       

  Πξέπεη 
y 3 y 3

x ln 4 ln ln 4 4 y 3 8 y 5.
2 2

 
            

 2 f(A ) [5, )   . 

  Δπεηδή ε ιύζε ωο πξνο x , y  ,είλαη κνλαδηθή , ε f είλαη 1-1    

  ζην 2A [ln4, )  . 

  Δπεηδή ηα ζύλνια ηηκώλ ηωλ δύν θιάδωλ δελ έρνπλ θνηλά ζηνηρεία, ε f   

  είλαη 1-1 ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο νπόηε αληηζηξέθεηαη. 

 

3.Δπεηδή x xe 1 x ζην ( ,ln4] θαη 2e 3 x ζην [ln4,+ )       , 

   f C  βξίζθεηαη πάλω απ’ ηελ y=x.  

   Αξα ε 1f
C   βξίζθεηαη θάηω απ’ ηελ  

   y=x,αθνύ νη f C  θαη 1f
C   είλαη  

   ζπκκεηξηθέο ωο πξνο ηελ y=x. 

   Οη f C  θαη 1f
C   ινηπόλ δελ έρνπλ 

   θνηλά ζεκεία. 

 

 

 

 

 

 

4.Η εμίζωζε 1 6(8 6i) 82 10 (1 i) i        γξάθεηαη: 

   1 2 3 1 3(8 6i) 82 10 ((1 i) ) i (8 6i) 82 10 ( 2i) i                 

    1 3 1(8 6i) 82 10 2 i i (8 6i) 82 10 8               

   1 1 1(8 6i) 10 90 (8 6i) 10 90 (8 6i) 10 90
                

   
2 2 1 1 18 6 10 90 10 10 90 10 10 90


               

   210 1 9
10 90 10 (1 ) 90 10 90 10 10

10 10 10


               

   λ=2. 
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    Δρνπκε ηώξα: Η f είλαη γλεζίωο αύμνπζα γηαηί είλαη γλεζίωο αύμνπζα   

    θαηά θιάδν θαη ηα ζύλνια ηηκώλ ηωλ δύν θιάδωλ δελ έρνπλ θνηλά   

    ζηνηρεία θαη: 

    2 2 2 2e (2,7) 7,29 7 δει. e 7 lne ln7         

    
f

2 ln7 f (2) f(ln7)  


. 

 

Γ2. 

1.Γηα x y 1   ε ηζόηεηα f x f y
x

( ) ( ) )f (
y

   γίλεηαη    

   f (1) f (1) f (1) f (1) 0     θαη επεηδή ε f έρεη κνλαδηθή ξίδα απηή είλαη  

   ε x=1. Δζηω ηώξα    

   1
1 2 f 1 2 1 2

2

x
x ,x A  θαη f(x ) f (x ) f(x ) f (x ) 0 αξα f( ) 0

x
        νπόηε 

   1
1 2

2

x
1 x x

x
    . Αξα ε f είλαη 1-1. 

 

2. Η εμίζωζε 2 2f x 3 f x f( x 1 f x 1) ( ) ( ) ( )       γξάθεηαη: 

    
2

2

2 2f x 3 f x 1 f x 1
x 3 x 1

( ) ( ) ( ) f (x) f f
xx 1

   
         

   
    

    
2f1 1

3 3 2

2

x 3 x 1
x 3x x x x 1

xx 1

  
       


  

    2 2x 2x 1 0 (x 1) 0 x 1         . 

 

3. Δζηω όηη ε f  δελ είλαη γλεζίωο αύμνπζα.  

   Τόηε ζα ππάξρνπλ 1 2x ,x (0, )   κε  

   1
1 2 1 2 1 2

2

x
x x  θαη f(x ) f (x ) f(x ) f (x ) 0 f 0

x

 
       

 
  (1)  

    Όκωο 1

2

x
1

x
   θαη επεηδή f(x)>0 γηα θάζε x>1 ζα είλαη θαη  1

2

x
f 0

x

 
 

 
 

    νπόηε ε (1) είλαη άηνπν. 

 Αξα ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 


